Shkripta do matematiky
k maturits
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Maturitni témata z matematiky

Vyrokova logika

Mnoziny - operace, intervaly

Algebraické vyrazy - prace s mnohocleny, algebraické vzorce
Lomené vyrazy

Mocniny a odmocniny

Linearni funkce, linearni rovnice

Linearni rovnice s parametrem, s absolutni hodnotou

Soustava linearnich rovnic

Linearni nerovnice, soustava linearnich nerovnic o jedné neznamé
Maticovy pocet, operace s maticemi, hodnost, determinant
Kvadratické funkce

Kvadraticka rovnice - metody feSeni

Kvadratické nerovnice

Iracionalni rovnice

Shodna zobrazeni - konstrukéni ulohy

Podobna zobrazeni - konstrukéni tlohy

Pythagorova a Eukleidovy véty - konstrukéni ulohy

Obvody a obsahy rovinnych obrazct

Polohové a metrické vztahy zakladnich geometrickych tvart v prostoru
Povrchy a objemy téles

Goniometrické funkce

Reseni pravouhlého trojihelniku

Upravy vyrazi s goniometrickou funkei uZitim vzorct
Goniometrické rovnice

Regeni obecného trojithelniku

Komplexni ¢islo - pojem, algebraicky tvar, operace
Komplexni ¢islo - goniometricky a exponencionalni tvar, operace
Moivreova véta, binomické rovnice

Linearni lomena funkce

Mocninné funkce

Exponencialni funkce, exponencionalni rovnice

Logaritmické funkce, logaritmus, vlastnosti

Logaritmické rovnice

Vektor, operace s vektory

Analytickd geometrie - pfimky v rovin€ a prostoru

Analyticka geometrie - roviny

Analyticka geometrie - vzajemna poloha piimky a roviny, dvou rovin
Analyticka geometrie - vzajemna poloha dvou piimek v roving a prostoru
Analyticka geometrie - metrické lohy metodou soufadnic
Analyticka geometrie kuzelosecek - kruznice

Analyticka geometrie kuzelosecek - elipsa

Analyticka geometrie kuzelosecek - hyperbola

Analyticka geometrie kuzelosecek - parabola

Analyticka geometrie - vzdjemna poloha kuzelosecky a piimky
Limita a spojitost funkce

Derivace funkce

Fyzikalni a geometricky vyznam derivace

Vysetiovani prubéhu funkce

Aplikace extrému funkei v ulohach

Neur¢ity integral - metody integrace

Urcity integral - uziti

Posloupnost - vlastnosti, limita posloupnosti

Aritmetickda posloupnost

Geometricka posloupnost

Nekone¢na geometricka fada

Variace, permutace, kombinace

Kombinacni ¢islo - vlastnosti, rovnice s kombina¢nimi ¢isly
Pravdépodobnost

Statistika

Dutkazy v matematice



1. Vy'rokovd logika

Vyrok: Sdéleni, o kterém ma smysl Fict, zda je i neni pravdivé.

Hypotéza: Vyrok, u ného? jsme v daném okamZiku neurcili jednoznacné pravdivost. (Doménka)

pravdivy vyrok — 1
nepravdivy vyrok — 0

ZAKLADNI LOGICKE SPOJKY:

negace (neni pravda, ze...)

A konjunkce (...a... | ...a soucasné... | ...a zaroven...)

v disjunkce (...nebo...)

=  implikace (jestlize... pak... | kdyz... pak... | je-li... pak...)
< ekvivalence (...pravé kdyz... | ...pravé tehdy...)

Pr.:

A: Dnes prsi.  B: Venku je blato.

—A: Neni pravda, ze dnes prsi.

—A: Dnes neprsi.

—B: Neni pravda, Ze je venku blato.
—B: Venku neni blato.

AAB: Dnes prsi a venku je blato.
AvVB: Dnes prsi nebo je venku blato.

A=B: Jestlize prsi pak je venku blato.
A<B: Venku je blato praveé kdyz prsi.

Jednoduchy vyrok: pP:q
SloZeny vyrok: —P; PAQ; PV; p=4; p=q; (PAQ) =(=pvq)
Vyrokova formule: Vznika kombinaci vice logickych operaci (piipadné vyroki). Operace u

nich maji nadrazenost v tomto poradi: —, A, v, =, <>; pokud neni jejich

nadrazenost zménéna zdavorkou.
Tautologie: Vyrokova formule, kterd je vidy pravdiva.

Kontradikce: Vyrokovd formule, kterd je vidy nepravdiva.
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Tabulka pravdivostnich hodnot a vyrokovych formuli zakladnich sloZenych vyrokii:

—p —q PAq pPvq P=9 P9

p q
1 1 1 1
1 0
0 1
0 0

—_—— O O

0 1

1 1 0 0
0 1 1 0
1 0 1 1

SO O~

w
'.'!(

® (A= -B)ABo —A)

A B A -B A=>-B Bo-A (A>—BABo-A)
1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0 0

@ (A=>B)o (-B=-A)

1 1 0 0 1 1 1

1 0 0 1 0 0 1

0 1 1 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1

tautologie
® (C=-A)A(-Be0)

A B C —-A —B C=-A -B& C (C=>-A)A(-BSO0)
1 1 1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 | 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 | 1 0 | 0 0
0 1 0 1 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 0 0

IGMEN



I:I:JLJJ{

KVANTIFIKOVANE VYROKY

obecny kvantifikator
existenéni kvantifikator
neexistencni kvantifikator

Sk

druha mocnina kazdého realného cisla je kladna
VxeR:x*>0

existuje pfirozené ¢islo, které je kofenem rovnice: x> — 9 =0

IxeN:x*-9=0

VxeN:x=2k=>x*=2]

pro vSechna pfirozena Cisla plati, ze jestlize je dané Cislo sudé, je jeho druha mocnina suda
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2. MnoZiny — operace, intervaly
MnoZina je souhrn prvku, které chdapeme jako celek.

Zapis mnoZin:

A, B, C ... mnoziny

1) wvycet prvki:

2) interval:

:{XEN;—3SX<5}

A
B
3) charakteristicka vlastnost: A = {X eN;x < 3}
B
C= {x eN;

x—1|<4f

Operace s mnozZinami:

doplnék A’

¢

rovnost A=B

podmnoZina (inkluze) A cB

sjednoceni AUB

rozdil A-B; B-A ~

 LE

NLFAN
A\
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Ciselné mnoZiny:

N.... ptirozena ¢isla N= {1 ;2:3;.. }

Np..... nezaporna piirozena Cisla N, = {O; 1;2;3;.. }

Z.......cela &isla Z=1{..-3;-2;-1;0;1;2:3;...}

Q...... racionalni &isla Q=1{..-2;-1,5;-1;-0,75;-0,3;0:0,3;0,75;1;1,5;2;...}
R... realna Cisla R = {n;\/z }

C.... komplexni ¢isla C= {\/—_1 }

Platiit Nc NycZcQcRcC

ABSOLUTNI HODNOTA REALNEHO CiSLA

Absolutni hodnotou redlného Cisla rozumime Cislo |a , které ma tyto vlastnosti:
a>0> |a| =a

a<0:>|a|=—a

Pr.:
3

8
-0,5

3
8

=0,5

Absolutni hodnota kaZdého redlného Cisla je rovna vzdalenosti tohoto Cisla od pocdtku
ciselné osy.
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INTERVALY

MnoZina redlnych Cisel, kterou miiZeme zndzornit na Ciselné ose uiseCkou, nazyvame
omezeny interval. Ty mnoZiny, které Ilze zndzornit polopiimkou nebo piimkou
nazyvdame neomezené intervaly.

Omezené intervaly se déli na:
1. uzavieny

2. otevieny

3. polouzavieny

Omezené intervaly:

mnozina zndzornéni na ose  zdpis intervalu ndazev intervalu
xeR;a<x<b ‘ﬂl .h < > uzavieny interval a;b
xeR;a<x<b ‘ﬂ: Ih (a,b> polouzavieny interval a;b
xeRja<x<b ‘ﬂl b <a,b) polouzavieny interval a;b
xeR;a<x<b ‘ﬂ: nh (a,b) otevieny interval a;b
xeR;x>a ‘&.— <a, 0 zleva uzavieny interval a;oo
xeR;x>a ‘&,:,— (a, OO) zleva otevfeny interval a; o
xeR;x<a ‘—.& ( 00; a> zprava uzavieny interval -co;a
xeR;x<a ‘—Dﬂ ( 00; a) zprava otevieny interval -oo;a
Pi.:
A={ > 5}
B=(-70)
A . A
mE=——— ) LS
5 -7 -6 -5 4 -3 -2 -0 1 203 5 6 7 & % 10 11 12
AB=(-7;-2)
UB = (~0;0) U (8;0)
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3. Algebraické vyrazy — prdce s mnohocleny, algebraické
vzorce

Vyraz obecné:

e Mmnozinovy (A N B) uc
T

e (Ciselny 1+2;2;5;\/§
e vyrazsproménnou Sy-— 3\/5 NX+2

o 5 a+b
e lomeny vyraz —;

X a—-b
Legenda:
1;2;3;5; M. konstanty
A D, proménné
A;B;C.eee, mnoziny
U lomenych vyrazl a vyrazii s odmocninou je nutné udat podminky pro proménnou, aby mél vyraz smysl.
a+6

Napt-.: c#0

c

MNOHOCLENY

Mnoho¢len obecné:
m m—1 m-2
a, x"+a_ x" +a, X" +...+ax+a,

Napk.: 2x* —3x +2;3x” + 64x*; 5x° —lx

Scitani a od¢itani mnohocleniu:

Scitat a od¢itat se mohou pouze mnohocleny se stejnou proménnou a stejnou mocninou dané promeénné.

PF.:

(x3 +3x° —4x+1)+(x4 —3x’ +5x° +2):x4—2x3 +8x° —4x+3

(x5 —6x* +5x? —x+3)—(x4+5x3—2x2 +4X—1):X5 —6x*+5x7 —x+3-x*-5x’ +2x* —4x +1=
=x" —7x*=5x’ +7x* - 5x + 4
(a+b-c)-[-(b—3c)]=a+b—c—[-b+3c]=a+b—c+b-3c=a+2b—4c

Nasobeni mnohoclenu:

Pr.:
Ex2 —lxy—é ~(— 24xy2)= ~18x’y? +4x’y’ +40xy”
4 6 3
(3xy2 +2x—3y)-(4x+xy)= 12x°y? +8x” —12xy +3x°y” +2x°y —3xy’
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Déleni mnohocleni jednoclenem:
Cisla se d¢li, exponenty odcitaji.

Pf.:
(18a* —27a° +9a> —90a): (9a) = 2a* —3a” +a —10
podminka: a # 0

Déleni mnohocélenu mnohoclenem:

Pi.:
(20a° +32a% +7a* —5a): (- 1+7a)

- ' STy
= (7a* +202% + 322’ —5a): (Ta 1)=&’ +3a” +5a
_ J‘LJl*L__ A
[ =
-[?a"'—aE:l
21a’® +32a* - 5a
[212% - 32%)
352" - 5a
(35a% - 5a)
0
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ALGEBRAICKE ROVNICE

Souctové vzorce:

(A+B)’ =A” +2AB+B’

(A-B)’ =A” -2AB+B’

(A+B+C) =A’ +B”>+C”> +2AB+2BC+2CA
(A+B) =A®+3A’B+3AB” + B’

(A-B)’ =A° -3A’B+3AB’ + B’
A’-B’=(A+B)-(A-B)

A*+B’ =(A+B)-(A> - AB+B?)
A*-B'=(A-B)-(A” + AB+B?)

(X — 2y)2 =x° —4xy + 4y’
(ZX + 3y)3 =8x’ +36x°y + 54xy” + 27y’
0,001+0,012x +0,048x” +0,064x’ = (0,1+0,4x )’

©0o0F

Vietovy vzorce:

X +px+q=(x—x,)(x-x,)

X "X, =Pp

X, +X,=—q

Pr.:
x* —8x +12=(x~-2)-(x-6)

X,"X,=2-6=12
X, +X,=2+6=12
X, =2;Xx,=6
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Rozklad vyrazu v soucin:

1.
2.
3.

vytykanim
pomoci vzorcl

rozkladem kvadratického troj¢lenu pomoci Vietovych vzorctu

® © 00%F

18a —45a° +63a’ =9a(2 — 5a+7a’)

Ao {h

m’-m* +2m?’ +2m? =m4(rn2 —1)+2m2(m+1)=m4(rn—1)(m+l)+2m2(m+l)=
= mz(m+1)[m2(m—1)+ 2]= mz(m+1)(m3 -m’ +2)

x> —8x +12=(x —2)(x - 6)
X, 'X,=12=2-6
X, +x,=8=2+6

X, =2;X,=6

10
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4. L omené vyrazy

Rozsifovani lomenych vyrazii:
Lomeny vyraz se rozsifuje tak, ze se Citatel i jmenovatel nasobi stejnym vyrazem.

wre oo , a-r
Rozsiteni vyrazu vyrazem r: b—; b#0,r#0
T

Pr.:
W Id X 4
Rozsii vyraz b vyrazem (a + X).

x-(a+x)_ ax +x”

= ax # bx
b-(a+x) ab+bx

Kraceni lomenych vyrazii:

Lomeny vyraz se krati tak, Ze se Citatel i jmenovatel vyd¢li stejnym vyrazem.

o, , a:r
Kraceni vyrazu vyrazem r: b—; b#0,r#0
T

Pr.:
O a’% a’

a’b’ b’ b0
@ a’-b’ (a-b)a+b) (a—b)a+b) a+b

= = = a#b

2a—4ab+2b>  2(a®-2ab+b’) 2(-b}  2(a-b)
® 18a-30 _6(3a-5) 6 _3 020

12a>-20a  4a(3a—5) 4a 2a

2

@ 3x —3)2(y: 3x(x—y) 03X X%y

-y’ (x+yfx-y) x+y

Zakladni tvar zlomku: Je to takovy tvar zlomku, ktery nelze ddle kratit.

11
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S¢itani a od¢itani lomenych vyrazii:

Pr.:
@ 1 2 1.3+2:2 3+4 7 1
23 23 6 6 6
@ 3x-y y-2 X—y2_(—1)(3x—y)—(y—2)—(—1)(x—2y)_—3X+y—y+2+x—2y
2x—y_y—2x_2x—y_ (—1)(2X—y) - -2x+y -
2-2x-2y
- -2x+y
2x #ty
©) a+l  2a N a+1 _ a+l 2a N a+1 _
a’+2a a’—4 a(a+2) a(@+2) (@a-2)a+2) ala+2)
B a(a +1)(a+2)(a—2)—2a2(a+2)(a—2)+ a(a+1)(a+2)(a—2) B
- a(a+2)(a—2) - a#12
B (a2 +:¢1Xa2 —4)—(2a3 +4a2Xa—1)+(a2 +aXa2 +4) az0

a (a

2_4)
_a’+a-2a-2-2a’+a’+a+2a+2

a(a2 —4)

Nasobeni lomenych vyrazi:

Lomené vyrazy se nasobi tak, zZe se vynasobi Citatel s Citatelem a jmenovatel se jmenovatelem.

Pr.:
2 2 2
® (X_31) '(x+1)-y =X—1.(X+1)=X -1
y x—1 y y
@ 5x+5y.x2—y2:5(x+y).(x+y)(x—y): 5 (X_y)ZS(x—y
3x-y (x+y) 3x-y (x+y) 3x -y 3x -y
12
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Déleni lomenych vyrazii:

Délit lomené zlomky znamena nasobit délenec pievracenou hodnotou délitele (délenec/d€litel = podil):
d ad
c be

Pr.:
® 32x%y?
142%p° _ 32x°y* 7a’d’ _ 4x . 2xa
8xy’ 14a’b® 8xy* 2b b
7a’b’
@ a a
- 4 3 _
6o 8=2 a+2 :6a—( a a j.a 2a” +8a 16:
4a a-2 a+2 4a
a*—2a’+8a-16

4 3
:6a_a(a+2)—a(a—2).a —2a’+8a-16

6a_a2+2a—a2+2a.a4—2a3+8a—16_
(a—2)(a+2) 4a - (a—2)(a+2) 4a -
e 4 2G-2)+86-2) 4 (+8fa-2)_
(a—2)(a+2) 4a - (a—2)(a+2) da B
=6a_(a3+8Xa—2) o 2 *8 (a+2)a>—2a+4)

=6a— =6a— =6a—|a’—2a+4)=
(a—2)(a+2) : a+2 : : (a av )
a

a+2

© XYoot Ty oy (y=x) Ky oxy (y-x)
y X X y)
y X

Xy Xy 3 Xy x2y2 B
2 2 - 2 2 - 44 3 3=
X X X X'y =X'y—-x
2+2_(+yj T+y7—*—z ! > }2] Y
y X y X y X y X Xy
:X2+y2—xy.(y—x)2. X2y2 :(X2+y2—xyXy—x)2 _
Xy Xzyz X4y4 —x3y—xy3 xy(x4y4 —x3y—xy3)

ey exyly-xf ey exyfy-x)

sy Ny -x)+ v (y-x)]  xy(y-x)ly’ -x°)

:(X2+Y2—XY)(Y—X): (+y*—xy)y-x) _ 1
Xy(y3—x3

xy(y— x)(y2 + Xy + xz) Xy
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5. Mocniny a odmocniny

MOCNINY
a"=a-a...a
n—krat
0 “n 1 r ro_s r+s
a =1 a :a_“ as =¥a" a'-a’=a
(ar)S:ars (a,b)r:ar,br [%j ::)_r ar:as:ar—s
ODMOCNINY
Ya=beo b =a
tYa  [a
n /b =%a-b —_— = 1n|— n — mnp
R/a-3/b=%a &V Rfa =™a
(%/g)S =Va_s %zn{)/a_p k»nlak-m :nlam
Pr.:
@ a) 27 =—
37 37 4
b —_ =—=—
) 4 47" 3
o [3) - i)z_ﬁ_&
4) \3) 3% 9
-2
d) LR
T
@ N (-2)-2° -84 32
(-2P-2 42 8
2.3 203
b) ((2.3)23:22'32:27.3
a’b™® a’a? a’ .
e Sce i
® a’b™ 71. ctd™ z_a*2b3.c8d*2 _b3d3'aéc8 _g.a4c6_a4c6d
cd’ a~b? c’d” a®b* a*c? b'd* 1 b b
@  qgmt3sme g0 = (2.7 (507 - (203-7) - (2-507) " =

:2n.2.7n.7.52n.72n‘53.73.23n.33n.73n‘274‘3—4‘774‘2.5‘7.2—11.5—11‘77n —
=23n .33n .511 '75n .2—2 .3—4 .54 7 =23n—2 .3311—4 .5n+4 '75n+1

14
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-1
b 1 31 1
|:a } (a3b)61 _ a: b62 _ b<’2 —bé b% =b% =b% :\/E
() } (@b at-be be

(X+y)2a+1 (u V)Za+1 ( )23+2

R e

(X+Y) -(X y)-(u=-v)* ( v)-(e=y)* - (x-y) _
(=v)* (a=v) " (2 =y o (7 - y?) (= v
_(x+y) (X+Y) (x—y)"-(x-y) _
(x2-y* )" (e -y?)
(xy)* - (xty)-(x-y)* - (x=y) _ o
(x=y)* - (x+y)* - (x—y)-(x+y)

11 ¥b* b’
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6. Linedrni funkce, linedrni rovnice
)

LINEARNI FUNKCE

Funkce f definovand na mnoZiné M C R je pravidlo, které kaidému prvku x
z mnoZziny M piiiadi pravé jedno y.

Y =f(X) o y je funkei x
Linearni funkce - funkce y = ax +b (a...smérmice, b...usek), kde a a b jsou realna ¢isla, se nazyva linearni

funkce. Grafem linearni funkce je pfimka nebo jeji cast (isecka, poloptimka).
Graf funkce - grafem funkce y =f (X) rozumime mnozinu vSech boda [x; y] v roving.

Vlastnosti funkce:

definicni obor........ D) ....... mnozina v§ech x
obor hodnot........... H®)....... mnozina vSech y
je to mnozina vSech y, ke kterym existuje aspon jedno x z defini¢niho oboru
SUAOSE ... f(x) = f(-x)....... graf funkce je soumérny podle osy y
lichost ................... f(x) = -f(-x) ..... graf funkce je soumérny podle pocatku soustavy souiadnic
FOSTOUCE ................. X, <X, :>f(x1)< f(xz)
klesajici................. X, >X, :f(x1)>f(x2)
PIOSHd ... X, =X, =>f (X . ) #f (Xz) ...jakymkoli dvéma x nenaleZi totéz y

omezenost zdola a shora
minimum a maximum

b ki b
aT aT aT
4T 4T L. 4T
3T 3T Iflu:hl.? 4T
DI aT - el z'ﬁtnucf
———t :1 e —t it —t =t ———+—
543j;}ﬂ}345X-LL3 45X54ﬁgﬁ 23 4 5 *
-1 1T
I 1 suda 1
2 N funk.ce . klesajici
=3T H[f] =371 =37
-4T -4T 4T
-aT AT -aT
i Y
aT aT
4T 4T

3T omezenost 3T MMaMimLm

4 prosta e L
Vi i

5432719 12 3 458 % 432040 4 4 8%
At all
ot neni omezenost 2T /

e progta zdola -3T minimum
AT =l
5T il
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Zvlastni pripady linearni funkce:

a=0,b=0=>y=0....... grafem je osa x
a=0,bz0=>y=b......... grafem je rovnobézka s osou x - konstantni funkce (b...usek na ose y)
az0,b=0=>y=ax ... grafem je pfimka prochazejici po¢atkem — p¥ima amérnost (a...smérnice piimky)
Y pfima
ST dmémost
kanstantni 4__
funkce 3

smérnice
a=tgp

IR I 123 45 %
T
2T paocatek
-3T soLEtanyy
AT soufadnic
=T

Pr.:

@  y=3x-2;D(f)=(-1;2)

H(f)=(-5:4)

ani suda, ani licha

rostouci
prosta

@ y=-0)5x

licha
klesajici
prosta

5 -
4 -
3 -
2 -
1 -
\ \ —0 \ \ \ \
1,5 -1 <05 -1 4 5 1 1,5 2
1 -
0,8 -
0,6 -
0,4 -
2
\ \ \ —0 \ \ \
2 1,5 -1 -0,50,2 4 5 1 1,5
04 4
0,6 -
0.8 1

17

IGMEN



LINEARNI ROVNICE

Linedrni rovnici o jedné nezndmé nazyvame rovnici ve tvaru ax =b, kde a a b jsou
redlnd Cisla a X je nezndmad.

Ekvivalentni Gpravy:

e prfiCteni nebo odecteni stejného vyrazu k obéma strandm rovnice
e vynasobeni nebo déleni obou stran stejnym nenulovym vyrazem

Reseni linearnich rovnic:
e Xx=1;Xx=—— = rovnice ma jediné feSeni

e 2=2:0=0 => rovnice ma nekoneéné mnoho feseni

e 3=-1;-2=4 = rovnice nema feSeni

PF.:
©O) 3X—1:i |'10
5 10
103x—1) 10
5 10
2(3x-1)=1
6x—-2=1
6x =1+2
6x =3
3
"%
x:%ZO,S
@ 4X_5:x—(l—x) |2
2
4x —5=2x-2(1-x)
4x —5=2x—-2+2x rovnice nema feSeni
4x -5=4x-2
4x —4x =5-2
0=3

®  2(2x+3)=8(1-x)-5(x-2)
4x+6=8—-8x—-5x+10
4x +6=18-13x
17x =12
12
x=-%
17
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3X—1_1+X:3_X_—1 |'20
5 2 4
4(3x —1)=10(1+x) =60 -5(x - 1)

12x-4-10-10x =60 -5x +5

2x =14 = 65-5x
7x =79
79
X=—
7
3X—1_3X—2+§:X_1 6
3 6 2
2(3x —1)-(3x —2)+3x =6x -6
6x—2-3x+2+3x=6x—-6 rovnice nema feSeni
6x —6x=-6
0=-6
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7. Linedmni rovnice s parametrem, s absolutni hodnotou

LINEARNI ROVNICE S PARAMETREM

Rovnice s parametrem obsahuje kromé neznamych dal$i proménné, kterym se fika parametry. Je to zapis
mnoziny viech rovnic, které Ize ziskat dosazenim viech hodnot, jichz mohou parametry nabyvat. Re$eni rovnic
s parametry spociva v urceni jejich kofenl v zavislosti na pfipustnych hodnotach parametra.

Pti fesSeni linedrni rovnice s parametrem se rovnice postupné upravuje v zavislosti na hodnotach parametru.

PF.:

O) X ... neznama; p ... parametr
p’x—1=px+p
p’xX—-px=p+l
p(p+1p—1x=p+1

p=0:p#0
=1 ) p- e =2
_____ P =9 P
0x=0" (p—l)X=—
P, =R
p=1ip=l
0x =1 1
X
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LINEARNI ROVNICE S ABSOLUTNI HODNOTOU

©

x+3=6
x+3=0
nulovy bod:
Xy =3
‘ (—oo;—3> ‘ <3;oo)
|x+3|‘ (—x—3) ‘ (x+3)
-x-3=6 X+3=6
-9=x x=3
P, ={-9} P, =3

P=P UP, ={-9;3}

|X—7|+4X=|2X—5|

_7-0 2x-5=0
nulové body: 5
Xy = Xog ==
2
5 5
—o0; =37 7500
[-=3) 5 (o)
x=7 -x+7 -x+7 x—7
|2X_5| -2x+5 2x -5 2x -5
—X+7+4x=-2x+5 —X+7+4x=2x-5 X—7+4x=2x-5
3x+7=-2x+5 3x+7=2x-5 5x—-7=2x-5
5x =-2 x=-12 3x=2
o 2 P, ={-12} L2
5 3

P=PUP,UP, = {—12;—2;2}
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8. Soustava linedrnich rovnic

Metody feSeni:
1) scitaci
2) dosazovaci

3) srovnavaci (komparacni)

2 ROVNICE O 2 NEZNAMYCH

4) graficka

Pi.:
3x+2y=8
x—=5y=-3

1) 3x+2y=8

x-5y=-3 |(-3)

3x+2y=8

X—=5y=-3->x=5y-3

3x+2y=8
-3x+15y=9
17y =17
y=1

x—=5y=-3

x=5-1=-3
Xx=2

4) 3x+2y=8

3(5y—3)+2y =8

15y -9+2y =8
17y =17

y=1
x—-5y=-3
x=5-1=-3
x=2

§_§_2x+15x
5 5 10
1_7_17

=—X
5 10

13 3|5w 3
| [
P

1=
I
>

N
Il
o=
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FROBENIOVA VETA

A ... matice soustavy

A ... rozsifena matice soustavy

Pr.

X, +3x, =5x, +4x, =3
2x, —4x,+2x, =1

3, +2x, —x;=2

1 3 -5 4
A={2 0 -4 2
3 2 -1 0
[1 3 -5 4,3
_ |
A=|2 0 -4 21
I
13 2 -1 02
soustava linearnich rovnic
(m rovnic o n neznamych)
homogenni nehomogenni
pravé strany vSech rovnic soustavy jsou rovny 0 alespon jedna rovnice soustavy nema pravou stranu
rovnu 0
PF.:
Xx+y-3z=0 X—y+z=1
—Xx+7z=0 3x+y=2
3x+2y-z=0 4x-y+z=0
soustava linearnich rovnic ma feSeni prave tehdy, jestlize hodnost matice rozsifené se rovna hodnosti matice
soustavy
h(A)=h(a)
h(A)=h(A)=n h(A)=h(A)=n
soustava ma jediné feSeni (trivialni) soustava ma jediné feSeni (Cramerova metoda)
h(A)=h(A)<n h(A)=h(A)<n
soustava ma nekonec¢né mnoho feseni soustava ma nekone¢n¢ mnoho feseni
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Pr.:

=0
=0

X+2y+5z
3x+4y+7z

2)

=5
=3

X+y+z
3x-2y+z

0]

=0

5x +6+9z

4x —y+2z=10

)
. -
~ —
— ~ 9
— (_
. ©c o o ———
e e o o O
AN m——————
Ne)
oS O o0
|||||| W| RIS - wn Omv o
1
o~ O n >~ O
o < (q\l
+ o <o TS
NN _1 on 5__1 () 0__1 o O_
Il Il 1l I
< | < | <t | <
=
X -
~
Y
— | -1
a7 ~
- —_—— _
1 0V — = N —
woen S ]
— N N
—_ -— e i . . — .,\_J ()
S
1
34_134__100__100_
Il 1 Il Il
< | << | << |<C

feSeni

v

A)<n

(

h

N N
I T

Z=z

= <= <

soustava ma nekone¢né mnoho

homogenni

g
5}
>N
O
P
N
—_—~~ N
< £5
N n = 80 o
I TS e >
[72]
s £3
= S < S

1
\q._g/A w
—_ N N /1
. . . 00
<t — o o 1 1
||||||||||||||||||||||||
T T e T e T T e g
N T AT o o Ao O
Il Il 1 I
< | << | < | <<
o —
<t —~ - m
1l 1 o >
5l 3vA Il vm
XK —_— — —
I+ |< mm
A M e = 5
AT T g g
+ + A~~~ mm
— — e ©n
o X =L =3
N on RS B e 2

®
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CRAMEROVA METODA

Pouziva se pouze v pripadé n rovnic o n neznamych.

A ... matice soustavy
D ... determinant matice soustavy

D = detA = |A|

|A| =0 ... soustava nema fe$eni

|A| # 0 ... soustava ma pravé jedno feSeni X = [xl;xz;x3;...xn] , kde:

Di

X. = —_—

"D
ie{l;2;3;..n}

. ... determinant, ktery vznikne z determinantu soustavy nahrazenim i-t¢ho sloupce sloupcem pravych stran
soustavy.

Pr.:

viz. 3 rovnice o 3 neznamych
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3 ROVNICE O 3 NEZNAMYCH
Metody feSeni:
1) dosazovaci
2) scitaci
3) Cramerova
4) Gaussova eliminacni

Pi.:
2x+3y—-z=5
3x-2y+2z=5
4x-y+3z=11
1) 2x+3y-z=5—>2z=2x+3y-5 2 2x+3y-z=5 ‘.2 3
3x—-2y+2z=5 IX—2y+27=5
Ax—y+3z=11 4x—y+3z=11 J
3x -2y +2(2x +3y-5)=5 Txidy=15 |(-2)
4x —y+3(2x+3y-5)=11
10x +8y =26
3x-2y+4x+6y—-10=5
—14x -8y =-30
4x —y+6x+9y—-15=11
10x +8y =26
Tx+4y =15 |(-2) a4
10x + 8y =26 x =1
—14x -8y =-30
10x + 8y =26 7x +4y =15
—4x=-4 7-1+4y =15
x =1 4y:8
y=2
Tx+4y =15
7-1+4y =15 2x+3y—-z=5
4y =8 z=2x+3y-5
y=2 z=2-143-2-5
z=3
2x+3y—-z=5
z=2x+3y-5
z=2-1+3-2-5
z=3
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3)

4)

2 3 -1
D=|3 -2 2 |=-12+24+3-8+4-27=-16
4 -1 3
5 3 -1

D,=[5 -2 2 |=-30+66+5-22-45+10=-16

11 -1 3

2 5 -1

D,=[3 5 2 |=30+40-33+20-45-44=-32

4 11 3

2 3 5

D,=|3 -2 5|=-44+60-15+40-99+10=-48
4 -1 11
D _-16_,

D, -16

D -16

y:D_ZZ—_32:2

D _-48 .

D, -16

3 -1,
|
-2 25|24
|
|
|

1
|
(98]
~—
~
[\
~—

13
3 -1
13 7|
s
311 s

l

|

|

|

S O N O O N AW

-13 7
0 16

2x+3y—-z=5
—13y+7z=-5
162=48 >z =3
2x+3y-3=5
-13y+7-3=-5
2x+3y =8
-13y=-26—>y=2
2x+3-2=8

2x =2

x=1
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9. Linedmi nerovnice, soustava linedrnich nerovnic o jeclné

nezndmé

LINEARNI NEROVNICE
Linearni nerovnice je kazda nerovnice ve tvaru:
e ax+b2>0
e ax+b<0
e ax+b>0
e ax+b<0

Ekvivalentni Gpravy:
e pfic¢teni nebo odecteni stejného vyrazu k obéma stranam nerovnice

e vynasobeni nebo déleni obou stran stejnym nenulovym vyrazem (zaporny vyraz obraci znaménko nerovnosti)

ReSeni linearnich nerovnic — interval

Sk

4u-3 4u-9 3u-4
+ <
5 6 2
6(4u —3)+5(4u—9)<15(3u—4)
24u —18 + 20u — 45 < 45u — 60
44u - 63 < 45u— 60

30

2x—-1 3x-3_1

2 34
12
6(2x—1)—4(3x—3)2?

12x-6-12x+122>3

>— |12

—3<u 6>3
3>0
P:(—oo;—3>
PeR

® 5x+2_3x+4>x+3
7 14 2
2(5x +2)-(3x+4)>7(x +3)
10x+4-3x-4>7x+21
Tx >Tx+21
0>21

14

nema reseni
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Linearni nerovnice v soué¢inovém tvaru:

Sh

2x+2-3x+3
<

(3x+2)4-5x)<0

3x+220 | 3x+2<0
4-5x<0 | 4-5x>0
3x>-2 | 3x<-2
4<5x i425x
X2——= ;XS——
3 ; 3
iéx iin
5 5

2x+2
x—1
2x+2
x—1
2x+2—3(x—1)<
x—1

0

<3

-3<0

0

x—1 x -1
5—-x

x—1

<0

5-x<0
x—1>0

5<x { 5>x
x>1 i x<1

P, :(5;00)

P =P, UP, =(~o0;1)U(5;0)

2X+2-3x+3
<

>0
Xx+3
2x+72>20 1 2x+7<0
x+3>0 ' x+3<0
2x >-7 | 2x <7
x>-3 ' x<-3
X2>—— X< ——
2
x>-3 ! x<-3
P, =(-3;
= (=3500) Pzz(_oo;_1>
2
7
P=P UP, _(_OO;'E>U(_39C’O)
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Linearni nerovnice s absolutni hodnotou:

©

5-x|<7
5-x=0
nulovy bod:
=X,
bes) )
|5—X|‘ 5-x ‘ Xx-5
5-x<7 x—-5<7
-2<Xx x <12

P =(-2:5) P, =(512)

P=P UP, =(-2:12)

|x+2|—x23-|x—3|

x+2=0 x-3=0
nulové body: X, =-2 X, =3
‘ (—oo;—2> ‘ <—2;3> <3;oo)
x+2| -x-2 X+2 X +2
|X—3| 3-x 3-x x—3
-X—-2-x23-3+x X+2-x2>23-3+Xx X+2-x2>23-x+3
-2x—-22>X 2>x 2>6-Xx
-2>3x P, =(-2;2) X >4
—EZX P3:<4;OO)
3
P, :(—oo,—2>
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SOUSTAVA LINEARNICH NEROVNIC O JEDNE NEZNAME

i

Ax +1)-6(x —2)>5(x +1)
3x —2(x —1) < 3(x +2)
4x+4-6x+12>5x+5
16 -2x >5x+5

11>3x

11
—>X

P = (— oo;ﬂ)
3

3x —2x+2<3x+6

Xx+2<3x+6
-4<2x
-2<x
p, =(_2;°O)

P=P NP, :(-2;%)

3x—-2>2x+1
2x+1>27x-3
X >3

2(x—2)-3(x+1)>3x -1
42-x)+2(x-1)>5x+3
7(x—4)-2x >3x -2
2x—4-3x-3>3x-1
-x—-723x-1

-6 2>4x

8—4x+2x—-2>5x+3
6-2x>5x+3
3>7x

Tx+28—-2x2>23x -2
5x+28>3x-2
2x > -30

x> -15

P, = (~15;00)

P=P NP,NP, =<—15;—%>
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10. Maticovy pocet, operace s maticemi, hodnost,

determinant

Matice typu (m;n) je mnoZina m-n cisel usporadanych do obdelnikového tvaru o m
Fadcich a n sloupcich.

a, a ap an,
|82 Ap  dn ay,
A(m;n) . . .
aml a'm2 am3 amn
a_, ...prvek matice
PF.
-1 3 2 4
A(3 4) = 2 0 5 3
1 -1 4 7

matice typu (3;4)

Nulova matice - kazdy jeji prvek je roven nule

0 0 O
0 0 O
Owan) =] .+ .
0 0 O

Ctvercova matice n-tého stupné - ma stejny pocet fadkd i sloupcti

all a12

a a
21 22

Aw = :
a'r11 an2

Diagonalni matice - ¢tvercova matice, kterd ma, kromé diagonaly (a ), vSechny prvky nulové.

a, O

0 a,
Ap) = :

0 0

0
0

0

0

TYPY MATIC
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Jednotkova matice - diagonalni matice, kde vSechny prvky diagonaly jsou rovny 1.

10 - 0
0 1 - 0

Ew=l. .
00 - 1

Transportovana matice k matici A ;) - je matice A" typu m;n) < meéni se fadky za sloupce a naopak.

Pr.:
2 3
2 -1 3 4 T -1
A= = A =
3 2 1 -5 3
4 -5

OPERACE S MATICEMI

Rovnost matic:

Matice A, ) = laijl Bin) = lbijJ Jsou si rovny, jestliZe a;; = by

Pr.:

1 3 1 3
HERAN

Séitani a od¢itani matic:

AtB=C&a;tb;=c,

1 [3-1 1-1] [2 0

C=A+B=| 1+2 5+(-3)|=|1+2 5-3|=|3 2
| 2+3  8+4 | |2+43 8+4] [l 12
4 -2

2-3  8-4 | |2-3 8-4| |-1 4
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Nasobeni matic konstantou:

Matice se ndsobi éislem k € R tak, Ze se timto islem vyndsobi kaZdy ¢len matice.

3 2 5
k=2;A=
[—1 -2 1}

k'A{z.z(fl) e z'_fH_g ‘ lﬂ

Nasobeni matice matici:

Matici A, miifeme ndsobit pouze matici By, ), §j. matice B md tolik Fadki, kolik

ma matice A sloupcii. Soucéinem takovych dvou matic A -B je matice C(m;p)

C21 c22 C23

¢, =(3;-1;2)-(4;2;2)=3-4+(-1)-2+2-2=12-2+4=14
¢, =(3;-1;2)-(1;2:=1) =31+ (=1)-2+2-(-1)=3-2-2=-1
¢y =(3:-1;2)-(0:5:4)=3-0+(=1)-5+2-4=0-5+8=3

¢, =(2:3:-2)-(4:2;2)=2-4+3-2+(-2)-2=8+6-4=10
¢y =(2:3:-2)- (1;2-1)=2-1+3-2+(=2)-(-1)=2+6+2 =10
C,y =(2:3;-2)-(0;5:4)=2-0+3-5+(=2)-4=0+15-8=7

14 -1 3
C=
Lo 10 7}

Nasobeni matic neni obecné komutativni - A-B#B-A

HODNOST MATICE
Hodnosti matice A rozumime maximalni pocet linedrné zavislych radkii matice A:
A(m;n)
h(A)<m

Linearné zavislé radky - jeden radek je nasobkem druhého.
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Hodnost matice se nezméni, pri:

zameén¢ poradi radka
nasobeni fadku ¢islem rtiznym od nuly
pricteni nebo odecteni fadku k jinému radku

pridani nebo vynechani fadku, ktery je nasobkem fadku jiného

Regularni a singularni matice:

Se nazyvd singuldrni.

Trojuhelnikovy tvar matice:

Ma-li matice trojihelnikovy tvar, pak pocet jejich nenulovych fadkd je roven hodnosti matice.

Ctvercovd matice A, se nazyvd regularni, jestlie hodnost n-té matice je rovna m, jinak

Rikdme, e matice md trojiihelnikovy tvar, jestlite kaidy jeji nenulovy ididek zacind

vétsim poctem nul, neZ iadek piedchdazejici.

Sh

S O N

W NN B
— W W

-1 5| d+
2 -1

-2 4 ]
3 -3
-2 4]
3 -3
-16 41|
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DETERMINANTY

a,  ap ap,
a, a a
. r v ’ . 21 22 2
Necht’ je ddna ctvercovd matice A, = . o
a'nl an2 arm

Determinantem iddu n matice A nazyvame &islo D a znacime D = detA = |A , které definujeme takto:

e jelin=1pak D=a,

e jelin=2pak D=a -a,,—a,-a,,

o je-lin =3 pak se D vypocita Sarrusovym pravidlem

o je-lin =4 pak se D vypocita pomoci rozvoje podle libovolného rFadku ¢i sloupce

Determinanty 1. Fadu:

Pr.:
[-5]=-5

Determinanty 2. Fadu:

Pr.:
2
® =1-4-2-3=4-6=-2
3 4
2
2 1:5-1—2-0:5—0:5

©) \f Ezﬁ.ﬁ_(_l).a:a+a:2a

Determinanty 3. fadu:
a;; a4 ag
Ay Ay Ay =a; @y caAy a8y 0ay, Ta378, 785, —8y378, "85 T8y, 8, 833 — A "8y 7 Ay, =D

a3 a3 agy

12 3
4 5 6/=1.2:3+3-5-7+1-6-8+3-4-8+2-4-8+2-6-7=6+105+48+96 + 64+ 84 = 403
7 8 9
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Determinanty 4. iadu:

hodnota determinantu se nezméni zaménénim adka za sloupce

jestlize v determinantu jeden fadek tvoii samé nuly, rovnd se determinant nule

jestlize se v determinantu zaméni dva radky, determinant zméni znaménka

jestlize ma determinant dva radky stejné, rovna se determinant nule

je-li néktery fadek determinantu nasobkem tadku jiného, rovna se determinant nule

nasobi-li se néktery fadek determinantu D redlnym ¢islem riznym od nuly, vznikne determinant D¢, pro ktery
plati D¢ = -

e pricte-li se k nékterému fadku determinantu nasobek jiné¢ho radku, determinant se nezméni

P¥.
11 ]-21-1
N 2 -1 1 11 -1 11 -1 11 -1
D:12i1i1:+(—2)-—1 2 U-(1)-]-1 2 1{+(1)-2 -1 1]=(0)-]2 -1 1]|=
L 2 2 1 2 2 1 2 2 1 -1 2 1
2 210011

=(-2)-(4-2-2-4-4-1)-(2+2+2+4-2+1)+(-1+2-4-2-2-2)-0=
(-2)-(-9)-9+9=18-18=0
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11.l<vadraﬁckéfﬁnkce

Kvadratickou funkci se nazyva kaZdd funkce ve tvaru
y=ax’+bx+c;ab,c,xeR;a=0.

ax’ + bx + Co...e..... kvadraticky troj¢len
AX oo kvadraticky ¢len

o) QT linearni ¢len

C et absolutni ¢len

b b’
Vrchol paraboly: V= {_ —;c— _}
Pruseciky paraboly s osou x: ax’+bx+c=0

Vlastnosti funkce:

V=K, zékladni parabola

a>0...... parabola oteviena nahoru

a<0.......... parabola oteviena dolt

Corerrreeerereens prasecik paraboly s osou y

P¥

® y=x" 5__Y @ y=-x"+2 [
at

. 37 _[n-
V =[0:0] il V =[0;2]
1
s 4352 400 12 35 435 % 5 ' 3
AT B
T

—~bt+y/b*—4ac  0++/0-4-1-0
2a - 21 a
0++/0 L0488, A2
2 2 _<_J§

X2 = = X2

_ —btb’—dac 0£40+4-1-2
2

2-1
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Rovnice tvaru y = (X + r)2 +p:

Vlastnosti funkce:
Posun vrcholu paraboly ve sméru osy y:

p>0........... nahoru
p<O0....... dola
Posun vrcholu paraboly ve sméru osy x:
>0, doleva
r<0.oooee.. doprava
P¥.
— 2 p— —
y=-X"—-6x—-8 =t
4t
4t
y=-x2—6x—8:—(x2+6x+8)= 4t
= (x> +6x+9-9)-8=—(x>+6x+9)+9-8= A
2 A3 A0 123 43
= —(x+3) +1 el
2T
AT
V=[-3;1] 4T
AT
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12. Kvadratické rovnice — me’rocly KesSeni

Kvadraticka rovnice o jedné neznamé x se nazyvd kaZdda rovnice, kterou Ize

ekvivalentnimi vipravami pievést na tvar: ax” +bx+c=0;a#0;a,b,ceR

ax’ + bx + Couueeen. kvadraticky trojclen
AX oo kvadraticky ¢len

[0): linearni ¢len

C ettt absolutni ¢len

Netplné kvadratické rovnice:
Ryze kvadraticka rovnice

b=0 Regeni:
ax’ +c=0 ax’+c=0
ax’ = —c
x> =-2
a
Xx=z L
a
P¥
2 —
O 4x®-25=0 Jex=le—— |(x-2)
4x* =25 X
, 25 (4 x)x —2)=1(x ~2)+ Hx=2)
X = 4 (x-2)
75 3Xx—6+x>-2x=x—-2+4
=+ |==
x== 4 X’ +Xx—-6=x+2
X:+§ x2+x-6-x-2=0
2 x> -8=0
x> =8

XIi\/g
X=i2\/5
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Kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu

c=0 Reseni:
ax’ +bx =0 ax’ +bx =0
x(ax+b)=0
X, =0 ax,+b=0
ax, =-b
b
X, =——
a
Pi.:
2 _ _
) 4x°-9x =0 @) 3X+5:4X 5 |'(4X_3)(3X+3)
X@X_on 4x -3 3x+3
X, =0 4x,-9=0 (3x +5)4x-3)3x +3) _ (4x—5)4x-3)3x +3)
Ax. = 4x -3 3x+3
? 0 (3x +5)(3x +3) = (4x — 5)(4x - 3)
Xz:Z 9% +9x +15x +15 =16x" —12x —20x +15

9x* +24x +15=16x> -32x +15
9x? +24x +15-16x> +32x—-15=0
~7x> +56x =0 |(-1)
7x> —56x =0
x(7x =56)=0
x, =0 7x,-56=0
7x, =56
_56

7
X, =8

X,

Podminky pro zlomky:
4x-3#0 3x+3#0

dx#3 3x#-3

3 x#-1
X #—=

41 IGMEN



Uplna kvadraticka rovnice:
a,b,c#0

ax’ +bx+c=0

Metody feSeni:

1) ax’+bx+c=0
X _—bi\/b2—4ac_—bi\/ﬁ
12 2a 2a

D =b* —4ac ...... diskriminant
D>0 2 teSeni (kofeny)

D=0 1 feSeni (dvojnasobny koien)
D<0 2 fteSeni (komplexné sdruzena ¢isla)

2) x> +px+q=0... normalizovany tvar (a = 1)

Rovnice nema normalizovany tvar:
ax’+bx+c=0 |a

b ¢
X +—x+—=0

a a
X, X, =—
X, +X, =——
. . y
3) grafickd metoda: = Az
I
ax’ +bx+c=0 |
|
=5t
ax’ =-bx —c i i y
i I
— 2 = — — ! 1
y =ax y bx —c % M %, =

4o IGMEN



1)

2)

3)

2x%+3x+1=0

2x% +3x+1=0

L _T3%Y¥ 421 3% 9—8_—3iﬁ_—3i1_<
b2 2.2 4
2x? +3x+1=0 [:2
X2+§X+l=0
27 2
1 2 1 1
X, X, =—=|—— 1| —— =_1.__
) “szw{z)
3 —2-1 2 1 1
X, +X,=——=——=|——|+|——=|=(-1)+| —=
2 2 (J(z)()(z)
2x2+3x+1=0 Ml
2x% =-3x-1 4y =2
y:2x2 y:—3X—1 ) 4t
\: il
24320 123 438°%
x, =-1 ;
! AN
Xz——z it y=—3x-1
ST

-3l 4
4 4
-3+1_ 2
4 4
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KVADRATICKA ROVNICE S ABSOLUTNi HODNOTOU

Pf.:
\x2+2x—1\—x—1=0

nulové body:
Xg+2x,-1=0

. _—2i«/22__4.1.(—1)_—2J_r«/4+4_—2i\/§_—2i2\/5_2(—1i\/5)__1+\/§_< ~1-42
012 21 2 2 2 2 - ~1+42
(—oo;—l—\/i> <—1—\/5;—1+\/E> ‘ <—1+\/§;oo)
‘X2+2X_1H x*+2x -1 ‘ —x*—2x+1 ‘ x*+2x-1
x*+2x-1-x-1=0 —x*=2x+1-x-1=0 x*+2x-1-x-1=0
x’+x-2=0 -x*=3x=0 x’+x-2=0
_1£41+8 x(~x-3)=0 —1+A1+8
C1£49 —1#3 X, =0 —x,-3=0 C—1#49 143
2 2 -3=x, 2 2
—1+3:1 —1+3:1
= 2 = 2
“1=3_, -1=3_,
2 2
vyhovujici
kofeny (podle P =9 P, ={0} P, = {1}
intervalt)

P=P UP,UP, ={0;1;}
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13. Kvadratické nerovnice

Metody FeSeni:

1) pocetné
2) graficky

Pr.:
x*—-2x-1520
D x*-2x-15>0 (x=5)x+3)>0
x—520 X —
X, X, =—15=3-(=5) Xx+3>0 Xx+3<0
X, +Xx,=2=3-5 x5
x2—2x—15:(x—5)(x+3) Xx2-3 Xx<-3
P, :<—5;oo) P, :(—oo;—3>
P=P UP, = (-o0;-3)U(-5;0)
2 x*-2x-1520 L
il
248 _ i
. _2i\/4+60_2i\/%Z_2J_r8__< > il
1,2 — - - - _ L L
2 2 2 28 5 ST X
2 AT
a>0............ parabola oteviena nahoru 271
AT

P=P,UP, = (~o0;-3)U(-5;0)
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KVADRATICKE NEROVNICE S ABSOLUTNi HODNOTOU

Pr.:

‘X2—2x—3‘<x+1

nulové body:

Xg—2x,-3=0
. 2+4_3
i} _2¢J02)—44»@3)_2i«M+12_2ivﬂ§_2i4_<‘jr“‘
o 2-1 2 2 2 2-4_
2
) (13) (3:%)
‘XZ—ZX—3H x?-2x-3 -x2+2x+3 x?—2x-3
x?-2x—-3<x+1 —x*+2x+3<x+1 x?-2x-3<x+1
x?-2x-x-3-1<0 —x’+2x-x+3-1<0 x*-2x—-x-3-1<0
X’ —3x-4<0 ~x>+x+2<0 |(-1) x> —3x-4<0
x2-x-2>0
3+4/9+16 3+4/9+16
REET N
_3#425 35 A 34425 3%5
2 2 149 143 2 2
35 _4 2 2 345 4
_/ 2 _/ 2
=( 52 3 _, =( 325
2 _< 1— 2
A |
2
! U
ol
I Al
i q
i 1
EEEEE i 5 % 5432;\\01 4= 5 43 2
Bl
& :3j
4 at
h i
VybovujiCi I%T | | ] ] | | | | ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] Tﬁ
kotfenylgpodle 21 01 2 3 4 3 2101 2 3 4 21 01 2 3 4 3
intervali) Plz(—wr4>ﬂ(-hqﬁ=¢ P, =(-1;3)N P3:<1qﬁﬂ(_h4):<l4)

P=P UP,UP, =(2;4)
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14. JTraciondlni rovnice

Rovnice s neznamou pod odmocninou.

Postup feSeni:

1.
2.
3.

podminky
feSeni (zbaveni se odmocniny)
zkouska

Pr.:

0]

20x-3)=3-x
podminky:
2(x-3)>0
2x—-620
2x2>6
x23
feSeni:
2(x-3)=3-x |
(2x=3)] =(-x)
2(x—3)=9-6x +x
2Xx—6=9—-6x+x"
0=x"-8x+15

848 -4.1.15 8+~/64-60 8+4 8+2

X
- 2-1 2 2
Oba vysledky vyhovuji podmince.

zkouska:

J2(x=3)=3-x 2(x-3)=3-x

2#-2
Zkousce vyhovuje pouze jeden vysledek.

P={3}

2

{

o0
[\

+

T

0
\S)
|

N ‘

=5
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@

V2X+5+4x-1=8

podminky:
2x+520 x-1=20
2x >-5 x>1
X2>-—
2

feSeni:

V2X+5+/x-1=8 \2

2x +5+2,(2x +5)x —1) +x —1 = 64
3x+4+2,/(2x +5)(x —1) = 64
2/2x+5)x 1) =60-3x |’

4(2x +5)(x —1)= 3600 — 360x + 9x>
4(2x? = 2x +5x — 5) = 3600 — 360x + 9x>
4(2x* +3x —5) = 3600 — 360x +9x°

8x* +12x —20 = 3600 — 360x + 9x
0=9x? —8x* —360x —12x + 3600 + 20
0=x”—372x +3620

3724+/372> —4.1-3620  372++/138384—14480  372++/123904 3724352

X2

2-1 2 2 2
372 +352 _ 362
= 3722352
22777 10
2
Oba vysledky vyhovuji podmince.
zkouska:
V2X+5+4x-1=8 V2X+5+4x-1=8
V2-362+5+4/362—-1=8 +/2:10+5+/10-1=8
J724+5+4/361=8 V20+5+4/9=8
V729 +19=8 V25+3=8
27+19=8 5+3=8
46 =8 8=8
Zkousce vyhovuje pouze jeden vysledek.
P = {10}
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®

4x% —f8x+5 =2x +1
feSeni:

4x? =8x+5 =2x+1 |?
4x% —f8x +5 =4x> +4x +1
4x% —4x> —4x —1=+/8x +5
—4x-1=+8x+5 |’

16x> +8x+1=8x+5
16x*+8x —8x+1-5=0
16x>—4=0

16x> =4

, 4

X =—

1
s
16

2
4
1
2

Il
I+

X

>
Il
I+

-+

X =

zkouska:

4x% —\J8x +5 =2x +1 4x* —\/8x +5 =2x +1

%— 445 =-1+1 %— 4+5 =1+1
1-4/1=0 1-4/9 =2
1-1=0 V1-3=2
Jo=0 J-2=2
0=0 NR
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15. Shodnd zobrazent — konstrukeni vlohy

Shodné zobrazeni (shodnost) v roviné je kazdé zobrazeni v roviné, které mad tu vlastnost,
e pro libovolné body A B této roviny a jejich obrazy A',B' plati, %e: |AB| = |A'B'| .

Samodruzny bod — bod, ktery se zobrazi sam na sebe (A =A").
Samodruzny utvar — kazdy utvar, jehoz obraz v daném zobrazeni je tyz Gtvar.

Pr.

Cr=4A B=D"
&

B'=D C=24'

Klasifikace shodnosti:

Identita Zobrazeni, ve kterém se kazdy bod zobrazi sam na sebe.

Stredovad soumérnost Zobrazeni v roving, v némz kazdy jeji bod X se pomoci dan¢ho bodu S (sted), leziciho
v této roviné zobrazi na sviij obraz X’ takto:
. X=S=X=S=X'
2. X#S= X jekoncovy bod tisecky XX’, kde bod S je jejim stiedem

AT, g(s): AB—> AR |P
\

b A% HSlp—p
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Osovad soumeérnost Zobrazeni v roving, v némz kazdy jeji bod X je pomoci dané ptimky o (osa) lezici v této
roving zobrazen na sviij obraz X’ takto:
1. Xeo—»>X=X

2. X¢0— X' jekoncovy bod tsecky XX, jejiz osou je ptimka o
olo)k—k' K © ¥

T
Posunuti (translace) Je dana orientovana usecka AB. Posunuti je shodné zobrazeni, které kazdému X piiradi

X’ takové, ze orientované usecky XX’ a AB maji stejnou délku i smér (jsou souhlasné
orientovany).

T(AB ) XY - X'V

TIAB) X=X &
A B
A

Otoceni (rotace) Otoceni je shodné zobrazeni, které ptitazuje kazdému bodu X # S bod X’ takovy, ze
velikost |XS| = |X'S| a orientovany thel XSX’ ma velikost .
% ., R(S:e=90)k—k'
X \\\ //" e
RIS, p=-90) 3 =3 S
R[Sip=-50): X7 = X'V

X b F

FACE SN
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SHODNOST TROJUHELNIKU

AABC = AA'B'C’
veéta véta véta véta
SSS sus usu Ssu
|AB|=|A'B’ |AB| =|A'B/| |AB|=|A'B| |AC| = |A'C
|BC| — |B'C’| |AC| = |A’C’ Z/BAC= /B'A'C’ |BC| = |B'C'|
AC|=]A'C] ZBAC= /B'A'C’ ZABC= ZAB'C IBC| > |AC|
/BAC=/B'A'C’
Dva trojuhelniky jsou shodné pravé tehdy, kdyz se shoduji
veta veéta véta veéta
SSS sus usu Ssu
ve vSech tfech stranach ve dvou stranach a ve strané a v thlech k ni ve dvou stranach a
v uhlu jimi sevieném prilehlych v uhlu proti vétsi z nich

Konstrukéni ulohy:

1. rozbor
2. popis konstrukce
3. konstrukce
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16. Podobnd zobrazeni — konstrukent u’xlol'\y

Podobnosti nazyvame kaidé zobrazeni v roviné takové, Ze existuje redlné &islo k >0
tak, %e pro libovolné body AB dané roviny a jejich obrazy A',B' plati:
|A'B|=k-|AB|.

Koo pomér podobnosti
k =1..... shodné zobrazeni |A’B’| = |AB|

Dva geometrické utvary jsou podobné pravé tehdy, kdy?Z existuje podobné zobrazeni,
v némi jeden utvar je obrazem druhého.

PODOBNOST TROJUHELNIKU
AABC ~ AA'B'C’

véta véta véta

SSS sus uu
|AB|=k-|A'B/| |AB =k -|A'B' ZBAC= /B'A'C’
|BC| —k-B'C’ |AC| - k-|A’C’| ZABC=z= ZA'B'C’
|AC|=k-|A'C| ZBAC= /B'A'C’

Dva trojuhelniky jsou podobné pravé tehdy, kdyz se shoduji

véta véta véta
sss sus uu
ve vSech pomérech velikosti sobé v jednom uhlu a v poméru velikosti ve dvou uhlech
odpovidajicich stran sob¢ odpovidajicich stran lezicich na

jeho ramenech

Sh

8 7
Je déan trojuhelnik ABC (a = gcm; b= Ecm; Y= 55°j a trojuhelnik A'B'C’
! ! 7 / o . r r
a'=4cm;b’ = Ecm; vy =55°]. Jsou tyto dva trojihelniky podobné?

Ptiklad se fesi podle véty sus.

y=v
oA 4,3 123
‘a8 g8 8 2
3
7
Y2733
b 7T 27 2
3
ka:kb

Trojuhelniky jsou podobné.
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Je dén trojuhelnik ABC (a =162m;b =117,5m;c = 180m) a trojihelnik A'B'C’
(a' =6,5mm; b’ =4,7mm;c’ = 7,2mm). Jsou tyto dva trojihelniky podobné?

Ptiklad se fesi podle véty sss.

a’ 162500

== = 25000
a6

k, =2 217309 _ 55000
b ;

k, =< = 189990 _ 55000
c 7,2

k, =k, =k,

Trojthelniky jsou podobné.

STEJNOLEHLOST

Je din bod S a redlné Cislo \ # 0. Stejnolehlost se stiedem S a koeficientem )\ je
zobrazeni, které prirazuje:
X #8= X' tak, ze [SX'| =|)|-[SX]
A >0= X' lezi na polopiimce SX

A< 0= X' lezi na polopiimce opacéné k polopfimce SX
S=X=X'=X=S

a”)
=<
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17. Py’rl/\agorova a C‘:ukleidovy véty — konstruk&nt u’xlol'\y

Plati pouze v pravouhlém trojuhelniku.

a,b..... odvésny
Covrrrernne pfepona
Ca» Cp......useky pfepony

EUKLEIDOVA VETA O VYSCE

Obsah Ctverce sestrojeného nad vySkou pravouhlého trojuhelnika je roven obsahu
obdélnika sestrojeného z obou usekii prepony.

Ve _ S
Cb Vc
Vc _Ca cb
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EUKLEIDOVA VETA O ODVESNE
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18. Obvody a obsahy rovinnych obrazci

0. obvod Voo vyska o2 polomér kruznice vepsané
S obsah Deven stiedni pricka O,..... stted kruznice opsané
U uhlopticka P polomér kruznice opsané Op...... stied kruznice vepsané

Trojuhelnik pravouhly

0 o=a+b+c
o=a+b+c s=—
2 S ab
S_awa_bvb_cvc 2
2 2 2
S=4s(s—a)s—b)s—c)
b . bc . .
S :a—-smy =2 sina =E-sm[3
2 2 2
Trojuhelnik rovnoramenny Trojuhelnik rovnostranny
C o
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Ctverec Obdélnik

O i
I
v F L
]
Cro : Yhh 2 b
@
2
F A = B

Kosodélnik
¥
D o
H2
b
Ya
i
i, E] B
0=2(a+b) S=av, =bv, =ab-sina
Lichobéznik Lichobéznik rovnoramenny
O £ [ ] C C
' /
d
4 h b 1] b i
a-c
A a ( ) = A T : B
a+c)v
— — v a+c)
o=a+b+c+d S 5 o=a+2b+c S=( )V
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Lichobéznik pravouhly Ruznobéznik Deltoid

C C o A
a a
d b i b O
L4 Lz
L
A 3 B
o=a+b+c+d S=(a+c)-V=(a+c)-d g :
2 2
i
riznobéznik:
v, +
o=a+b+c+d s=1 (V12 v,)
deltoid:
_l_
0=2(a+b) =Tt
2
Kruznice Mezikruzi
l o=2m-r ‘
S=n rz_TI:-dz Szn-(rl+r2)(r1—r2)
4
Kruhova vysec Pravidelny pétithelnik
A B
“
[:]r.lfI 3
g nr’
360
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Pravidelny Sestithelnik Pravidelny osmithelnik

3 o Chp r
il 2
o 3 4
e Ep a '
=6
= o=ha o=28a
3r?

SZT.\/E S =4ap

Pravidelny n-thelnik

61 IGMEN



19. Polohové a metrické szra[f\y zdkladnich 9eome+ric|<y'cl/\

utvari v prostoru

STEREOMETRIE

Cist geometrie, kterd se zabyva studiem geometrickych titvarii v prostoru.

Zakladni geometrické utvary:
e piimka

A
h V) rovina

Piimka je uréena dvéma riznymi body.
Rovina je uréena tiemi riiznymi body neleZicimi v jedné piimce.

Libovolna rovina rozdéluje prostor na dva navzidjem opacné poloprostory a je jejich
hraniéni rovinou.

Télesa:
Krychle Kvadr Pravidelny n-boky hranol

Hranol s podstavou pravidelného n-
uhelniku (napf. kvadr s podstavou
¢tverce nebo hranol s podstavou
pravidelného osmiuhelniku).

Lz Lit

Kvadr s podstavou ¢tverce

au]
et //
o
-
0
[
(%]

[

Rotacni valec Ctyistén Uy
L2

C L

\ @

\/_

|
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Jehlan Rotacéni kuzel Komoly kuzel

S

ATV
T\

A B
Komoly jehlan Koule
o =) 1
i) O%
! Y2
A &
v \ W
/¥ Jﬁf#,;jizjfc
L4 0] a4
A, aq B
POLOHOVE VZTAHY
Zakladni vztahy mezi body, pfimkami a rovinami:
C, € e je incidentni (lezi na)
&y & e neni incidentni (neleZi na)

A gp;q;r Cep;qr

Azp Ccp
Bep p;rzp
Beqr qcp
Bzp

Piimka leZi v roviné, leZi-li v roviné alespoii dva jeji body.
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H 3 Ur¢i spodni rovinu krychle.

Pomoci bodi:
F ABC; BCD; CDA; DAB; ABD; BCA; CDB; DAC

|

|

| Pomoci piimek:

AB, CD; BC, DA; AB, BC; BC, CD; CD, DA; DA, AB; AB, BD; AB, AC;
D T i BC, CA; BC, BD; CD, CA; CD, DB; DA, AC; DA, BD

Al B Pomoci pfimky a bodu:
AB, C; AB, D; BC, D; BC, A; CD, A; CD, B; DA, B; DA, C; AC, B; AC, D;
BD, A;BD, C

Vzajemna poloha dvou piimek:

H e Rovnobézne
e ruzné (AB, GH)
e splyvajici (totozné; AB, BA)

Riiznobézné (CG, GH)

Mimobézné — neleZi v jedné roviné a nemaji zadny spole¢ny bod (AB, CG).

i Pricka mimobézek — piimka, ktera obé mimobézky protina a je na né kolma
(BO).

= B

PY.
A H
¥ 3
E F E
i i
A B

riznobézné (spole¢na rovina EFG) ~ mimobézné riznobezné (spolecna rovina BCE)
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B E

rovnobézné (spole¢na rovina BGX)  mimobézné

Vzajemna poloha dvou rovin:

O dvou riiznych rovindach, které maji spole¢nou piimku iikame, Ze jsou riiznobéiné a
tato piimka je jejich priisecnice.

Nemaji-li dvé roviny Zadny spolecny bod, nazyvame je rovnobéZné.

Maji-li roviny vS§echny body spolecné, nazyvame je splyvajici (totoZné).

) o p=ABF,a=ABG;p=CDG

ﬂ}/ Xcp;ScauMcp

E AB — prtisecnice rovin p a o
GH — prtisecnice o a
p”B —rovnob&zné
vrstva — prunik v poloprostoru p a 3

/B/ ¢ Sirka (tloustka) vrstvy — vzdalenost hrani¢nich rovin p a B (|BC|)

klin — prinik poloprostoru p a o
hrana klinu — prasecnice hrani¢nich rovin p a o (AB)

A B

Vzajemna poloha piimky a roviny:
Rovnobézné
e rizné (EX, p) — nemaji zadny spole¢ny bod
e splyvajici (totozné; AB, p) — maji vSechny body spolecné

Riaznobézné (EX, p) — maji spole¢ny jediny bod (prisecik; X)

D
PN
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ta)

Ur¢i vSechny piimky, které prochazeji bodem H a jsou s rovinou ABC:
a) rovnobe&zné ruzné
b) riznob&zné

a) HE, HF, HG
b) HA, HB, HC, HD

Vzajemna poloha t¥i rovin:

/ /

/

rovnobézné 2 rovnobézné, tieti riznob&zna
riznobézné (1 prlsecnice) riznobézné (3 prisecnice) riznobézné (1 bod)

RovnobéZnost primky a roviny:
Danym bodem Ize vést k dané piimce jedinou rovnobéZku.

s
P T ———

Kritérium rovnobéznost primky a roviny:
!
T — pcp
I3

) Primka p je rovnobéind s rovinou p, obsahuje-li rovina p
P alespoii jednu piimku p’, kterd je s piimkou p rovnobéznd.

Je-li piimka rovnobéind se dvéma riznobéinymi rovinami, je rovnobéind i s jejich
priisecnici.
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RovnobéZnost dvou rovin:

Kriterium rovnobéznosti dvou rovin:
A
p,rcCp;p,I G

Dvé roviny jsou rovnobéiné, jestliZe jedna z nich obsahuje dvé
riznobéiné piimky, které jsou rovnobéiné s druhou rovinou.
Danym bodem Ize kdané roviné vést jedinou rovinu s ni

t F
M
,/E.Q/’/p; a)

“h

REZY

Rez je pranik télesa a roviny.
Rez je rovinny utvar, jehoZ hranice tvori priisecnice roviny vezu a stén télesa.

Vlastnosti pouZivané pii konstrukei Fezu:

H 3 M,Nc ABE
I | LeZi-li dva rizné body fezu v roviné stény télesa, leZi v této
| E sténé i jejich spojnice. Prinik spojnice a stény je jednou
y[4] POJj Poj y je J
1 stranou Fezu.
M4IT/ C
= B
H G ABE|CDG; BCFADE; MN|[M'N'; MM'|NN'
E E Y

Jsou-li roviny dvou stén rovnobéiné a piitom riznobéiné

: -'-'1:
M s rovinou ¥ezu, jsou priiseCnice roviny iezu s témito sténami
< rovnobézné.
M
Z

A E

=

67 IGMEN



Prisecnice rovin dvou sousednich stén s rovinou fezu a
primka v nif leZi spoleCnda hrana dvou stén se protinaji
| v jediném bodé.
X
I
D 1
[
N T
A B
[~
Pi.:
Sestroj fez ABX. Sestroj fez BEM.
H e i1
| a G
E | F /
— e E
C
\ D
A B S

Sestroj fez MNO
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PRUSECNICE ROVIN

Pi.:
Sestroj prusecnici p rovin AFH a ACE. Sestroj prusecnici p rovin ABC a AMN.
P H G
H / e i1
E
Nl
E
=
#—ﬂ"ﬂfﬂf’
Fﬂ“fﬂ_ﬂ_ﬂ
Fﬁﬂ-’
ﬁ NNETS
]
& E
b E
METRICKE VZTAHY

Odchylka dvou primek:

Odchylka dvou riznobéinych piimek je velikost kaZdého 7 ostrych uhlii nebo pravych
uhli, které piimky sviraji.

Odchylka dvou rovnobéZnych piimek je 0°.

Odchylka dvou mimobéinych piimek je odchylka riznobéinych piimek vedenych
libovolnym bodem prostoru, rovnobéiné s danymi mimobéZkami.

Pr.:
H 3 a) odchylka AH a AE je 45°
b) odchylka AH a AC je 60°
| ¢) odchylka AH a CF (DE|CF ) je 90°
E | E d) odchylka CF a AC je 60
D — —_—
C
A
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Kolmost pifimek a rovin:
Dvé piimky jsou na sebe kolmé pravé kdyz je jejich odchylka 90°.

Piimka a rovina jsou k sobé kolmé pravé kdyZ je primka kolmad ke dvéma pirimkam
roviny.

Kritérium kolmosti primky a roviny:

Je-li piimka kolma ke dvéma riznobéinym piimkdam roviny, pak je kolmd k roviné.

Kolmost dvou rovin:
Dvé roviny jsou k sobé kolmé pravé kdy?Z jedna 7 nich obsahuje piimku kolmou k druhé
roviné.

Odchylka dvou rovin:

Odchylka dvou rovin je odchylka priisecnic s rovinou, kterd je k obéma rovinam kolma.

Uréi odchylku rovin ABC a BCV (|AB|=5;

BC| =5;

AV|=17).

X je polovina AD. Y je polovina BC. Vhodna kolma rovina pro proloZeni je
XYV. Prisecnice rovin ABC a XYV je XY arovin BCVaXYVjeYV.

IXY|=|AB|=|BV| =5
Pomoci Pythagorovy véty se vypocita délka YV:

2
lyv|=.|BV[’ —(@] = /496,25 = 6,54

Pomoci kosinusovy véty se vypocita velikost thlu o

Xy s
cosa=—2_=—2_—03823

IYV| 6,54
a=67°31'13"

(Vysledky byly zaokrouhleny. Presny vysledek je 67°31'12,3" )
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Odchylka piimky a roviny:

Odchylka piimky a roviny je nejmensi 7 odchylek piimky a libovolné piimky roviny.

H G

Uréi odchylku piimky BH a roviny ABC (|AB| = [BC| =|AE| = a).

Vhodna kolma rovina pro proloZzeni je BDH. Prase¢nice rovin ABC a BDH
E E je ptfimka BD. Odchylka piimky BH a roviny ABC je rovna odchylce
piimky BH a priise¢nice BD.

Pomoci Pythagorovy véty se spocita délka BD:
N |BD|=\/a2 +a’
o IBD| = v2a’

B IBD| = a+2

Pomoci tangentovy véty se spocita thel o
a 1

a
T RN

a=35°15'51,8"
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20. Povrclf\y a objemy t&les

S povrch U....... uhlopricka stény télesa Wirerans vyska stény télesa
Voo objem U,......uhlopticka télesa ... bo¢ni hrana
S,...... obsah podstavy Vieoeens vyska télesa Seeeeenns strana (valce nebo kuzele)

Kvadr — podstava obdélnik Kvadr — podstava ¢tverec
Uz
LI Uy Mt
C . Lz
LA RN
a
S =2(ab + bc +ca) V =abc 4 )
S=2a(a+2v) V=a"-v
Krychle Kolmy hranol
Sip
W
U
2 Sip
. . W Sl v
3
S=6a’ V=a’ S

S=25,+S, V=S,V

Rotacni valec Ctyfstén
: Y
d
'C
v A‘-..EHEK
=]

S,...AABC
S,---AABV + ABCV + ACAV

S:2-nr2-(r+v)=nd(§+v) S .v
S=S,+S, V==
3

_ndz'
4

V=mr’v v s=V
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Jehlan — podstava ¢tverec Jehlan — podstava obdélnik
Y

S k.
abv
S ab+aW1+bW2 V:T
Rotacni kuzel Komoly jehlan — podstava Ctverec
r]I 32 lnl

LA

]
A 3 B
v 2, .2 A 2
S:a1+a2+2w(al+az) V:E(a1+ala2+a2)
S, =a; S,, =a; S, =2w(a, +a,)
Rotacni komoly kuzel, Komoly jehlan
v
S=8, 48,48, V=(8,+5,5,+5,)
Komoly kuzel Koule
2 2 S=4.qr* =nd*
S=mnr +7r; +a(r, +1,)s - -
4 nd’
v ==
V=— 3 (r1 +r1r2+r2) 3 nr 6
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21. Goniometrické fwf\kce
ORIENTOVANY UHEL

Kladny uhel — otaci se proti sméru hodinovych rucicek.

Zaporny uhel — otaci se po smeru hodinovych rucicek.

Zakladni uhel (¢) je vzdy kladny thel nabyvajici hodnot <0°;3 60°> .
stupriovd mira (°)............ o=p+k-360%¢p¢c <0°;360°>,k e’
obloukovd mira (rad)..... © =@ +k-2-mp e (0;2n),k € Z

Pi.:

D @=198%k=40=" @ ©=3832°
o=p+k-360° k_3832°
®=198°+4-360° 360°
®=1638°

o=p+k-360°

3832°=¢p+10-360°
3832°-3600°=¢

232°=¢

=10,644 =k =10
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DEFINICE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

sina =2 = y
0. kwadrant 1 I lovadrant 1
X
coso.=—=xX
1
tea = y_ sina
¥— — — Plx v ] X cosa
1 cotga = X _cosa
y sina
-1 o ‘ 1
=
0. levadrant | IV lvadrant

Funkce sinus libovolného uhlu o je y souiadnice priiseciku koncového ramene vihlu
s jednotkovou kruZnici.

Funkce kosinus libovolného uhlu o je x souradnice priiseCiku koncového ramene vthlu
s jednotkovou kruZnici.

sina.
Funkce tangens libovolného uhlu o. se nazyvd funkce dand vitahem tgo = .
cosa
. r r r r r Cosa
Funkce kotangens libovolného uhlu o. se nazyva funkce dand vitahem cotgo =——.
sina
| II I v
T o o n o o 3 o o 3 (o) o
0;— [;(0°90°) | =;m [;(90%180°) | m; == |;(180°270°) | =m;2m [;(270°360°)
2 2 2 2
sin o + + - -
cos o + - - +
tg o + - + -
cotg a + - + -
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HODNOTY GONIOMETRICKYCH FUNKCIi ZAKLADNICH UHLU POMOCI UHLU

ostry uhel.............

zakladni vhel .......

11 kvadrant
a=180°—-¢

sing = sina
COS® = —Cosa
tgp =—tga
cotge = —cotga

OSTREHO
oe (O°;90°)
¢ €(0°360°)
L kvadrant
a=g
sing = sina
COS® = cosa.
tgep = tga

cotgp = cotga

11 kvadrant
a=¢@—180°

sing = —sina
COS@ = —Ccosa.
tgp =tga
cotgp = cotgo

IV. kvadrant
o =360°—¢@

sing = —sina
COS@ = cosa
tgp = —tga
cotgep = —cotga

0°...0 30°...m/6 45°...m/4 60°...n/3 90°...m/2
: I V2 V3
sin @ 0 E 7 7 1
N

cos @ 1 BN BN 5 0

tg o 0 g 1 \/E -

cotg @ - \/5 1 ? 0

Pi.:

O) NEY ) 7 1 B

sin120° = sin60° = 7

II. kvadrant

sin(~1935)° = sin(~135)° =sin45° = -

I. kvadrant

V2

®  tg300°=—tgd5°=—3

IV. kvadrant

te—m=tg—mw=—-
8" e 3
II1. kvadrant

V2

c0s135° =—cos45°=—

II. kvadrant
®  cotgl35°=—cotgd5°=-1
II. kvadrant
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URCENI GONIOMETRICKYCH FUNKCI LIBOVOLNEHO ORIENTOVANEHO

UHLU
libovolny orientovany uhel ....... ®
zakladni vhel..............ccoeeuvennn. ¢
OSEFY UREl ..o, o
sinw = sin(k -360° + (o) = sing
COSM = cos(k -360° + (p) = cosQ
tgo = tg(k -360° + (o) = tge
cotgm = cotg(k -360° + qo) = cotge
PF.:
® 27 3 3 1 A2
sin—m =sin| 3-2n0+—7n |=sin—T =SIn—7T =—
4 4 4 4 2
@ 17 1 1
cotg—m =cotg| 4-2n+—mn |=cotg—m=0
8 2 8 2 8 2
®  c0s1620° = cos(4-360°+180°) = cos180° =1
@
sin(—1485°) =sin(4-(~360°)—45°) = sin(- 45°) = —g
®
tg870° = tg(2-360°+150°) = tg150° = —tg30° = —?
®
c0s330° =cos30° = ?
@  cotg(-1650°)= cotg(4- (~360°)—210°) = cotg(- 210°) = —cotg30° = —/3
sin135°-cos45°—c0s225°-sin315°-3 =
=5ind5°- c0s45° — (— cos45°)—sind5°)—3 =
V22 () N2 g A A
2 2 2 2 4 4
©) 47 5 5 n_ A3
cotg—m=cotg| 7-2n+—n |=cotg—m=—cotg—=———
73 g( 3 ] £3 83773
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GRAFY GONIOMETRICKYCH FUNKCI

funkce sinx

2

11
6

5

R,
3

3
2

funkce cosx

funkce tgx

IGMEN
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funkce cotgx

VLASTNOSTI GONIOMETRICKYCH FUNKCIi

y = sinx Yy = €0osX y = tgx y = cotgx
D(f) R R-{m/2+kn} R-{kn}
H(f) <-1;1> R
sudost, lichost licha suda licha
periodi¢nost T=2m ... periodicka T=mn ... periodicka
omezenost omezena neomezena
rostouci rostouci ... keZ  rostouci ... keZ
<-m/2+k2m; 3m/2+k2m> <n+k2m; 2n+k2m> rostouci klesajici
klesajici klesajici ... keZ  klesajici ... keZ
<n/2+k2m; 3n/2+k2m> <0+k2m; mtk2m>
max. v bodé y=1 y=1
X =m/2+k2n x =0+k2n neexistuje
min. v bodé y=-1 y=-1
X = -1/2+k2mn X = +k2mn
nulové body y=0 y=0 x =kn X = m/2+kn
x = 0+km X =7/2+km

Defini¢ni obor D(f) — mnozina vsech x, pro které ma dana funkce smysl.
Obor hodnot H(f) — mnozina vSech y, pro které ma dana funkce smysl.
Suda funkce — graf funkce je soumérny podle osy y.

f(x)=f(-x)x e D(f)
Licha funkce — graf funkce je soumérny podle pocatku.

f(x):—f(—x);xeD(f)
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HARMONICKA FUNKCE
y= ia-sin(irbxirc)id

o zrcadli graf kolem osy x
Qe ovlivituje amplitudu
o zrcadli graf kolem osy y
| ovliviiuje periodu

+bx £ ¢ .... posun grafu po ose x (posun se zjisti porovnanim zavorky s 0)
Tdoes posun grafu po ose y

Pi.:
y =cos2x+1

g ¥ =cosix +1

¥ = COS2K

¥ = COSK

80

IGMEN



929, Regenf pravoihlého trojihelntku

a,b..... odvésny
Crvrerreennns prepona
Ca» Cp......Useky piepony

Pfi feseni pravouhlého trojuhelniku se vyuziva Pythagorova
véta, Eukleidovy véty, goniometrickd jednicka a goniometrické
funkce ostrého Ghlu (viz téma 17, 21 a 23).

Pythagorova véta ................... c’=a’+b’
Eukleidova véta o vysce.......... vi=c, ¢,

Eukleidova véta o odvésné ... a° =c-c,;b’ =c-c,
Goniometricka jednicka......... sin’x +cos’x =1
Goniometrické funkce ostrého tihlu vyplyvajici z pravoihlého trojuhelnika:

. a b a
sina. = —; cosa = —; tgo = —; cotga =
C C b

ol o |

sinf} = E; cosf :2; tgf = E; cotgf} =
c c a

Obecné vztahy pro Ghlu v pravoihlém trojihelniku:

vy =90°

a+p=90°

a+p+y=180°

Jaké jsou délky zbyvajicich stran a velikosti zbyvajicich vnitinich thl v pravouhlém trojuhelniku, je-li
dano: ¢ =12cm;a = 72°50'

cE:

¥ =90°
o +P =90°= P =90°— 0 =90°—72°50" =17°10’
sina = & = a = ¢ - sino. = 12 - sin72°50’ =11,47cm
C
a’ +b’> =c> > b=+c’ —a’ =127 —=11,47% =/144—-131,56 = /12,44 = 3,53cm

@ Silnice stoupa rovnomérne o 12 m na 1 km. Jaky je thel jejiho stoupani?

e . a 12m
12m sS1InoL = — =

=0,012= a=0°41"15"
¢ 1000m

81 IGMEN



923, U\pravy vyrazi s goniomeWickou funkcf usitim vzorciy

Goniometricka jednicka......... sin’x +cos’x =1
Zakladni vzorce:
sinx 1

th = =
cosx  cotgx

cosx 1

cotgx = —
sinx  cotgx

Souctové vzorce:

sin(x + y) = sinx - cosy + siny - cosx
sin(x — y) = sinx - cosy — siny - cosx
cos(x +y) = cosx - cosy — siny - sinx
cos(x — y) = cosx - cosy + siny - sinx
Vzorce pro dvojnasobny a polovic¢ni uhel:
sin2x = 2sinXx - cosx

c0s2X = cos’x —sin’x

/1 COSX
/1 + Ccosx

Vzorce pro soucet a rozdil goniometrickych funkci:

. . . X+ X—
sinx +siny = 2sin Y cos Y

2 2

. . X+ . X—
SINX —SIny = 2cos 5 Y -SIn Y

sm —

COS—

2
X+y X—y
COSX + cosy = 2¢0s -COoS
2 2
. Xty . X-Yy
COSX — COSy = —2sin -sin 5
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SE:

4 3
Jakou hodnotu maji ostatni goniometrické funkce, je-li dano: cosx = g; X € (5 n;2nj

X € (% n;2nj = 4.kvadrant

— 4Y 16 [25 16 9
sin’x +cos’x =1 => sinx = /1 —cos’x = —,[1 - — :—\/1——=— ——— ===
5 25 25 25 25

3
oy = SIDX :__5:(_§j 5_ 3
cosx 4 5) 4 4
5
cotgx = — = —i
tgx 3
Zjednodusit vyraz: t 22
l+tg'z
sinz sinz
gz cosz  _ cosz _ sinz cos’z sinz - cosz

1+tg’z 1_'_sinzz coszz+sinzz cosz co0s’z+sin’z coszz+(1—coszz)

cos’z  cos’z cos’z
sinz - cosz _ sinz-cosz

cos’z+1-cos’z

= sinz - cosz

Diikaz: sin(x +y)-sin(x —y)=sin’x —sin’y;x € R

sin(x +y)-sin(x — y) = (sinx - cosy + siny - cosx )- (sinx - cosy —siny - cosx ) =
= sin’x - cos’y — sinx - siny - cOsX - COSy + sinx - siny - cosx - cosy —sin’y - cos’x =
=sin’x-cos’y —sin’y-cos’x = sin’x - (1 —~ sinzy)— sin’y - (1 - sinzx):

=sin’x —sin’x -sin’y —sin’y + sin’x - sin’y = sin’x —sin’y
. e . (m (n
Zjednodusit vyraz: sin| —+X |—sin| ——Xx
4 4
(m (m T . T (. =x . T
sin| =+ X |—sin| = —x | = sin = - cosx + sinx - cos — —| sin — - cOSX — Sinx - cos — | =
4 4 4 4 4 4

. T } T . T ) i ) T 2 . )
:smz-cosx—i-smx-cosz—smz-cosx—i-smx-cosZ:2s1nx-cosz:2-7-smx=\/§-smx

V2

2

sin195° = sin(150° + 45°) = sin(30° + 45°) = sin30° - c0s45° + sin45° - (- c0s30°) =

2 JE( \E]:ﬁ & V146

4 4 4

132 V2
22 2| 2
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Dilkaz: sin3x = 3sinx —4sin’x; x € R

sin3x = sin(2x + x) = sin2X - COSX + SINX - C0s2X = 2sINX - COSX - COSX + SInX - (coszx - sinzx) =
= 2sinx - cos’x + sinx - cos’x —sin’x = 3sinx - cos’x —sin’x = 3sinx - (1 - sinzx)— sin’x =

= 3sinx — 3sin’x —sin’x = 3sinx — 4sin’x

Diikaz: cos3x =4cos’x —3cosx; x € R

cos3x = cos(2x + X ) = c0s2X - cosX — sin2x - sinx = (coszx - sinzx)- COSX — 2sInX - cosX - SInX =
=c0s X —sin’x - cosx — 2sin’X - COSX = COS X — COSX - (1 - coszx)— 2C0SX - (1 - coszx):
= €08’ X — COSX 4 €08’ X — 208X + 2¢0s°X = 4c0s°X — 3¢cosx
75°+15° 75°—15° 90° 60°

cos 5 = 2sin - COS

sin75° +sinl5° = 2sin

2 V3, V6 V6

2 2 4 2

= 2sin45°- cos30°
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24, Goniometrické rovnice

1. typ - v goniometrické rovnici se vyskytuje jedind goniometricka funkce.

2. typ - v goniometrické rovnici se vyskytuje vice goniometrickych funkci téhoZ

argumentu.

3. typ - v goniometrické rovnici se vyskytuje vice goniometrickych funkci riiznych
argumentit nebo jedna goniometrickd funkce s riiznymi argumenty.

Goniometrické rovnice 1. typu:

O X

sinx +2

5 podminky:
sinx # 0+k-180°

sinx = k-180°

sinx
sinx + 2 = 5sinx

2 = 5sinxX —sinx

2 = 4sinx
2.

~ =sinx
4

1 .

— =sinx
2

x =30°+k-360°
x =150°+k-360°

@  2cos(3v+33°)= -2

cos(3v+33°) = —ﬁ X, =135°+k-360°
— 2
V2 3v, +33°=135° + k-360°
COSX = ——
2 3y, =102°+k-360°
X = 45° V1:34O+k'1200

funkce kosinus je zaporna ve II. a
III. kvadrantu

x, =135°+k-360°
X, =225°+k-360°

X, =225°+k-360°

3v, +33°=225°+k-360°
3v, =192°+k-360° [:3
v, =64°+k-120°
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©) 4cos’t +4cost—3=0

—bi+bl—dac —4+4>—4-4.(-3) —4+./16+48 —4++J64
cost,, = = = = =
’ 2a 2-4 8 8

-4-8 12 3
8 -4+8 4 1
8 g8 2
3 1
cost, =—— cost, =—
2
nema smysl t, =60°+k-360°

t, =300°+k-360°

Goniometrické rovnice 2. typu:

e =

6cos’t +sint—5=0
6(1—sin2t)+ sint—5=0
6—6sin’t+sint—5=0

—6sin’t+sint+1=0

Sint12z—bimz—liq/lz—4-(—6)~l=—1im=—li\/g:
* 2a 2-(-6) -12 ~12
-1-5 6 1
_T1ES -2 12 2
~12 -1+5 4 1
12 12 3
sint, 1 sint, = 1
2

t, =30°+k-360°
t, =150°+k -360°

3sinx —2cosx =0

3sinx = 2¢cosx

sinx 2
cosx g
tgx = g

3

x =33°41"+k-180°

t, =19°28'
t, =199°28' +k -360°
t, =340°32' +k-360°

podminky:
cosx = 0

x #90°+k-180°
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4sin’t = —/3 - tgt

) sint
4sin’t = _ﬁ —
cost

4sin’t - cost = —/3 -sint
4sin’t-cost++/3 -sint =0
sint - (4sint -cost ++/3 ) =0
sint - (2 -2sint - cost + \/g)z 0
sint - (2sin2t +/3 ) =0

sint, =0
t, =0°+k-360°
t, =k-360°

2sin2t, + \/g =0

2sin2t, = —\/g
sin2t, = —?

2t, =240°+k-360°
2t, =300°+k-360°

t, =120°+k-180°
t, =150°+k-180°
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Goniometrické rovnice 2. typu - specialni pripad:

Pr.:
&sinx +6¢cosx =9

1) rovnice se pfevede na polovicni thel
8sinx + 6cosx =9

8 2sin>-cos> |+ 6| cos? = —sin? > | =9| sin? X +cos? =
2 2 2 2 2 2

. X X X . X . X X
16sin — - cos — + 6¢os* = — 6sin* = = 9sin® = + 9cos* —
2 2 2 2

168in - COS—+ 6c0s> — — 6sin® = —9sin? = —9cos? = = 0
2 2 2 2

16sin - cos——3c0s® ~—15sin> = =0
2 2 2

2) rovnice se pievede na funkci tangens

16sin§-cos§—3coszE—ISSinzi:O :coszg
16sin = -cos~ 3cos’> 15sin® >
2 %% 2 2 _,
cos? > cos? > cos? >
2 2 2
16sin — 1551n2§
~3- 2 _90
X , X
Cos— cos® =
2

X , X
16tg~—3—15tg> > =0
&3 £
—15tg 2 p16tge>—3=0 |(-1
g’ +16tg (1)

15t X _16tg > +3=0
&858,

16++/76
X, _—bxyb’—4ac _16++256-180 _16++/76 _ T30

t =
*7 2 30 30 16-/76
30
L X _ 164476 o X2 _16-476
®2 7 30 527730
%:39°29’+k-180° -2 %:13°38’+k-180° -2
x, = 78°58 +k -360° X, =27°16 +k-360°
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Goniometrické rovnice 3. typu:

Pr.:

O]

sin2x = cos3x - sin2x
sin2x —cos3x-sin2x =0

) sin2x, =0
sin2x - (1 - COS3X) =0

2x, =0°+k-180°
X, =0°+k-90°
x, =k-90°

sin(t+15°)+sin(t+75°)=+/3
LIS+ EHTS0  e150-t-750 o

2si 5 3
2sin 2t+90° cos 200 _f

2sin(t +45°)- cos(—30°) = V3
sin(t+45°)-cos(-30°) = ?

sinft+a57), 23

sin(t + 45°) =1
(t+45°)=90°+k-360°
t =45°+k-360°

1-cos3x, =0

1 =cos3x,

3x, =0°+k-360°
x, =0°+k-120°
x, =k-120°

89

IGMEN



95. éeéem’ obecného ’ry*oju’x[/\elm’ku

E

a sino a sina_ b sinf

- . s T . B .
b sinf ¢ siny ¢ siny

a:b:c=sina:sinf :siny

UZiti sinovy véty:

SINOVA VETA

Necht ABC je trojuhelnik, jehoZ vnitini uhly maji
velikosti o, B, v a strany délky a, b, c, pak plati:
a b c

sino.  sinf}  sinA

Pomér délky strany a hodnoty sinu protilehlého thlu je
v trojuhelniku konstantni.

ssu

2 strany
1 thel

uus

1 strany
2 uhly

O) b =8cm;a = 45°%y =30°

a+P+y=180°= P =180°—(a+p)=180°—(45°+30°)=180°—75°=105°

i_sina:a_b.sina_ _sin45° _ 5.860m
b sinf sinf3 sin105°
b sinf sinf3 sin105°
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®@ a=38;b=48;04=37°

a_ ﬂ = sinf = E~sin0t _ 48, sin37° =0,76 = B =49°27'51"
b sinf a 38

funkce sinus je sudé v I.a II.kvadrantu

B, =49°27'51"

y, =180° —(a+P,) = 180°—87°27'51" = 92°3209"
a _ s.inoc o —a- si'm/1 _133. sin9?°32’09"

c, siny, sina sin37°

B, =130°32'09"

vy, =180° —(a+p,)=180°—168°32'09" = 11°27'51"

=63,1

A _sma :>Cl=a,§292_=38.§52l;{1§l_:1255
c, siny, sina sin37°
KOSINOVA VETA

Necht’ ABC je trojuhelnik, jehoZ vnitini uhly maji
velikosti o, B, y a strany délky a, b, c, pak plati:
a’ =b’ +c’ —2bc-cosa

b> =a’+c® —2ac-cosP

¢’ =a’+b’ —2ab-cosy

SSS

3 strany

sus

2 strany a thel jimi sevieny
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Pr.:

0]

a=5;b=4;y=060°

¢’ =a’+b’ —2ab-cosy:>c:\/a2 +b> —2ab-cosy =5 +4> —2-5-4-cos60° =
=/25+16—40-cos60° =~/21 = 4,58
) b*+c?—a® 47+4,58° -5 16+20,9764—25

a’ =b? +¢? —2bc-cosa = cosa = =
2bc 2-4-4,58 36,64

=0,3269 = o = 70°55'09"
a+PB+y=180°= B =180°— (o +7)=180°—(70°55'09" + 60°) = 180° —130°55'09" = 49°04'51"

a=26;b=16,9;c =273

2 = 2% +b? —2ab- cosh = cosy = a’+b’>—-c®  26°+16,9°-27,3> 676+285,61-74529
T e 2-26-16,9 878,8

=0,2462 = y = 75°44'50"

a’ =b? +¢? —2bc-coso = coso =

b’ +c’—a’ 16,97 +27,3° 26> 285,61+74529-676
2bc  2-169-273 922,74 -

=0,3846 = a = 67°22'52"

a+P+A=180°= P =180°— (0 +7y)=180°—(67°22'52" + 75°44'50") = 180° — 143°07'42" =

=36°52'18"
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26. Komplexm’ Eislo — pojem, algebraicky’ tvaw, operace

Komplexnim Cislem c nazyvame uspordadanou dvojici redlnych Cisel a, b, kde a je redlna

Cdast a b je imaginarni éast komplexniho Cisla.

ALGEBRAICKY TVAR KOMPLEXNIHO CiSLA

c=a+bi

Q.. realni ¢ast komplexniho ¢isla
b..... imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla
oo, imaginarni jednotka (i2 = —1)

Realné ¢islo je komplexni ¢islo, které ma imaginarni ¢ast rovnu nule.
Ryze imaginarni ¢islo je komplexni ¢islo, které ma realnou ¢ast rovnu nule.

Mocniny imaginarni jednotky:

4k _1
Akl
i =1
4k+2
i 1
- 4k+3
i i
PY.
83 4.20+3
10 +4.242
i 1
121 4.30+1 .
i =i

Operace s komplexnimi ¢isly:

rovnost a+bi=c+dicca=caAb=d
soudet (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
rozdil (a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b-d)i
soutin (a+bi)-(c+di)=a-c+a-di+bi-c+ bi-di
——
b-di*=(~1)b-d
podil Z=a+bi ... komplexni ¢islo
—z=-a-bi ... opacné ¢islo k ¢islu z
z=a—bi ... komplexné& sdruZené &islo k ¢islu z

Komplexni ¢isla se déli rozsifenim zlomku komplexné sdruzenym c¢islem ke jmenovateli.

a=2+31;b=2+31

a=b

(2+3i)+(1-i)=2+3i+1-i=3+2i
(5+4i)—(9-4i)=5+4i—9+4i=—4+8i
(1+2i)-(3=i)=1-3-1i+2i-3-2i-i=3-i+6i-2i’ =3+5i+2=5+5i

-1

®00 OF%

93

IGMEN



® 1-i 1-i 2-i (1-i)2-i) 2-i-2i+i®> 2-3i-1 1-3i 1
= = = = = ——=i

241 241 2-i (2+i)2-i)  4-i 441 5 5

(4+B)(4-B)

GEOMETRICKY MODEL KOMPLEXNICH CiSEL

I KaZdé komplexni Cislo lze zobrazit jako vektor v Gaussové roviné.
wr Scitani komplexnich Cisel pak odpovida scitani vektorii, odCitani
komplexnich cisel odcitani vektori.

0 a Re
Pr.:
Q) Im
siT
z; =-1+%4 z. i
_ ¥ 3T
Zz - 2 21 Zi*zi-“
z3 =-1 I 1T zll‘.
Z,= 543240 12345 Re
it
z,=-3+73 -
5 ) 2
3T
At
-5iT
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ABSOLUTNI HODNOTA KOMPLEXNIHO CIiSLA

Ini
g 2 =a® +b’
|z| Geometricky vyzman absolutni hodnoty komplexniho ¢isla:
0 Y Rz  Vzdalenost obrazu komplexniho ¢isla od poc¢atku v Gaussove roviné.
Komplexni jednotka — komplexni ¢islo, jehoz absolutni hodnota se rovna
jedné.
Pt.:
O) z=1-21
7 =y12+(=2) =1+4 =45
@ =(1+2if =17 +2-2i+ 2% =1+4i+4-(-1)=1+4i-4=-3+4i
|7 =y(=3) +4” =/9+16 =425 =5
® 3— 21 3 2.
zZ= — ——1
= \/ \/ A
1 6 1 6
@ i 7i(2-i)  14i-7i° 14i-7(-1) 14i+7 T7+140 7 14,

= = =—+4—1

T24i 240 20 2+1 ) 44—t 4-(-1) 4+l 5 5 5

- 14 , 196 \/245:&45
25 25
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ZOBRAZOVANI KOMPLEXNICH CISEL V GAUSSOVE ROVINE

K.
3

— 4]

@ z+d2]z+Y=|z-(-4)2 k- (-3)

I

|

|z—2+2i|=l=>|z—l2—2il|=l
2 2

lE-2-2i> |z -4 —di|= |z - (2+2i) > | (4 + 4i)

/I|z+1|<2:>Lz—|—1||<2

2 3 4 Re

|z—2+2i|£l:}|z—l2—2i||£l
2 2
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1<E-1+i|$ 2= 1<z - (1-i) £ 2
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27. Komplexni &islo — goniometricky a exponencidlni tvaw,
P 9 Y a exp
o pe race
GONIOMETRICKY TVAR KOMPLEXNIHO CiSLA
It
it Z zZ= |z| . (cosq) +1- sin(p)
|
A |Z| ....absolutni hodnota komplexniho ¢isla
a a E&é  ¢.....argument komplexniho ¢isla <0°;360°>
z=a+bi
cosQ = ﬁ =a= |z| - COSQ
. b .
sinQ = H =b= |z| 0]
Pi.:
D z=1+i @ z=1-i
7 =v1*+12 =J1+1=+2 2] =1 +(=1) =+1-1=42
cosp= & o L V232 cosp= = L N2_\2
IR ERECR I N
o b_ 12 2" o b L2 2™
4 V2 N2 2 YRR 2
sinus i kosinus jsou kladné, coZ znamena, Ze se jedna se o 4. kvadrant, nebot’ je sinus zaporny a
jedna o 1. kvadrant = ¢ =45° kosinus kladny = ¢ =315°
z=4/2- (cos45° +1i-sin45°) z=4/2- (cos315°+i-sin315°)

Opera

ce s komplexnimi ¢isly v goniometrickém tvaru:

z, = a-(coso +i-sina)

Z,

soucin

podil

=b-(cosp +i-sinp)

z,-2, =a-b-(cos(a+p)+i-sin(o+p))

ﬂ=%.(cos(a—ﬁ)+i~sin(a—ﬁ))

Z,

98 IGMEN



Pr.:

L
z, = 6(cosg+1-smgj

T . . W
z, :3(cos§+1-smgj

T m) . .(®m ®W T+2n . . w+2n 3n . . 3m
z,-zZ, =6-3 cos| —+— |+1-sin| —+— | |=18| cos +1-sin =18| cos—+1-sin— | =
6 3 6 3 6 6 6 6

=18 cosEJri~sinE
2 2

z, 6 T m) . .(m T n—-2n . . m-2m 7 T
—=—|cos| ——— |+1-8in| ——— | |=2| cos +1-sin =2 cos| —— |[+1-sin| —— | |=
z, 3 6 3 6 3 6 6 6 6

[ 11 . . llnj
=2/ cosS——+1-SiIn——
6 6

EXPONENCIALNI TVAR KOMPLEXNIHO CiSLA

[t '
o, A z=[-e"
|
A |Z| ....absolutni hodnota komplexniho ¢isla
0 " Ee G Eulerovo &islo (e =~ 2,72)

@......argument komplexniho ¢&isla (vZdy v radidnech <0;27t>)
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Pf.:
3t . . 3m
z=2| cos—+1-sin—
4 4

.3

Z=2e17
3_7[:1350
4

cos135°=—cosd45°=———

NG
2

V2
2
sinl135° =sin45° =

coscp:ﬁ:>32|z|-cosq):2.[__2 :_\/5

Sin(P=£=>b=|z|-sin(p:2- =4/2

2

z=a+bi=—/2+iV2

l\)‘sl

Operace s komplexnimi ¢isly v goniometrickém tvaru:

Zl —a- eiu
—h.eb
z,=b-e
soucin z,-z,=a-b- oiarB)
podil 7 _a iy
z, b
PF.
.
i
z,=6e°
LT
3
z, =3e

nom 1:+2n) 3

. i(??j:lgei[ 6 :1861?2186

4.l 1(2%) = 26{11_621[j = 2ei(%) = 2ei%

LT
i=
2
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28. Moivreova véta, binomické rovnice

MOIVREOVA VETA

Pro viechna p¥irozend Cisla n a pro libovolné redlné Cislo ¢ plati:
(cosq+i-sing)" = cos(ng)+i-sin(ng).

Pro viechna piirozend Cisla n a pro vS§echna komplexni Cisla ve tvaru

|z|(coscp +i-sinQ) plati: Uz|(coscp +1- sin(p)]'1 = |z|n (cos(ng)+i-sin(ng)).

Pr.:
@ ( T, . n]so 50 . . S0m 2n . . 2=m T . . T ) )
COS—+1-SIN—| =coS——+1-SIN—— =CO0S— +1-SIn— =coS—+1-Sin—=0+1-1=1
4 4 4 4 4 4 2 2
0 1
@ ( oL 2nj70 70-2n . . 70-2=n 140 . . 140 ot .. 2=
cOS—+1-sin— | =cos +1-sin =CoSs +1-sin :cos—+1-s1n?

2n . .
uhel — se nachazi ve 2. kvadrantu, coz znamena, ze v zakladnim thlu bude kosinus zaporny a sinus

kladny
( nj .. T 1 .3
cos| —— [+1-SIN—=—"-"+1—"
3 3 2 2
1 V3
1 :
BINOMICKE ROVNICE

%/g se nazyvd komplexni Cislo z, pro které plati, e z" =a. Rovnice typu z" =a se
nazyvd binomickd rovnice, kde z je kaZdy koven binomické rovnice.
Postup feSeni:
1) Ya=z—>z"=a
2) komplexni ¢isla z a a se vyjadii v goniometrickém tvaru
Uz| (cosx +i-sinx)[' = lal - (cosa+i - sina)
3) umocnit podle Moivreovy véty
|z|n -(cos(nx)+i-sin(nx)) = |a| -(coso.+i-sina)
4) porovnat komplexni ¢isla na obou stranach
|z|rl = |a| A nx =o+2kn

=] A x=

n
5) zapsani vSech n kofenti v goniometrickém tvaru

6) obrazy vSech kofent binomické rovnice leZi na kruznici se stiedem v pocatku a polomérem r = 3/ a| a tvori

vrcholy pravidelného n-tthelniku
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Pr.:

V=1+i=z

D 4foi+iz=zozt =—1+i
2 el =P =TT =42

cosa. =ﬁ= _T;
a
| 2. kvadrant = o =135°
SIno = E :ﬁ

Uz|-(cosx+i-sinx)]4 = ﬁ-(cos135°+i-sin135°)
3) |z|4 -(cosdx +i-sindx )= ﬁ-(cosl35°+i-sin135°)
Yo' =v2 A 4x=135°+k-360°

|Z|:4\/E N x 1345"4_1(.360o

4
7 =42 A x=33°45+k-90°

5 k=0 z, =42(cos33°45" +i-sin33°45')
k=1 z, =%2(cos123°45' +i-sin123°45')
k=2 z, =2(cos213°45' +i-5in213°45')
k=3 z, =%2(cos303°45' +1-sin303°45')

6) Iin
21
Lot

1 Z1

L T 2 Re
33 A1
7 e

- 2|

102 IGMEN



29. Linedrni lomend fwf\kce

LINEARNI LOMENA FUNKCE

ax+b
cx +d

Linedrni lomend funkce je kaZda funkce ve tvaru: y = , kde

a,b,c,deR;c#0;ad #bc.

d
Graf funkce ......... rovnoosa hyperbola, jenz ma stfed v bodé {——;E:|
cc
Zakladni grafy:
k
y==
X
k>0 v D(f)=R - {0}
H(f)=R -{0}
licha
klesajici
prosta
= neomezena

ani maximum, ani minimum

0}

R -
R -{0}

k<0 ) D(f)
H(f)
licha
rostouci
prosta

neomezena
ani maximum, ani minimum

Postup FeSeni:

b . .
1) vyraz , kterym je funkce urcena se podéli (d€leni mnohoc¢lenu mnohoclenem, viz téma ¢islo 3)

k
+b, kde y =— udava zakladni graf funkce, b je posun po ose y a z rovnice
X+a X

x+a=0= x =-a vyjde posun po ose x
3) graf funkce

2) vznikne vyraz y =
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1)

2)

3)

_2x,+3
1 = Xl_l
_ 1
Y, = 2%, 1
y _-2
} 2x, -3
5
(2%, +3): (x, ~1)=2+
xl—l
1
2x, —1
0,5
(_X3b +2): (2X3b _3): 0,5+ 0.5
2x4, =3
- - _-05
i = X, Y. = 2x, Vi, o
Yo =2 Vo, = v —0s
Xo1 = X = Xo3a =3
¥ | .
T Iy
1 \
3
SN
- o T T T~ T T
' —
1__ i
] ] | _1| | | I
-4 -3 -2 I ] 1| o L 4 -
—— _T' |
- I
i\\ _2 |
& # \ _3l |
Vo

0,5

2%,

Y =

Yo =—0,5

Xop =3
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NEPRiIMA UMERNOST
Nepiimda umérnost je kaida funkce definovand na mnoZiné R—{O}, kterd je dina

k
vztahem y=—, kdy k e R,k # 0.
X

+b
Je to tedy takova linearni lomena funkce y = X ,kdea=0ad=0.
cx+d
_0x+b b Kk
cx+0 cx X
Graf funkce ......... rovnoosa hyperbola, jenz ma stfed v bod¢ {——;—}
c cC
Zakladni grafy:
k
y=—
X
k>0 y D(f)=R - {0}
H(f)=R - {0}
licha
klesajici
prosta
% neomezena
ani maximum, ani minimum
k<0 y D(f)=R -{0}
H(f)=R - {0}
licha
rostouci
% prosta
neomezena

ani maximum, ani minimum
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1_X2_vA

Y=
Y, =

1
Y3:_;

¥

¥1

V3
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30. Mocninné funkce

Mocninnd funkce je funkce dina vitahem y = X", kde n € N.

Zakladni grafy:
n>0 y D(f)
sudé

H(f)
suda
pro (— oo;0> klesajici

<O;oo)

X pro <0;OO) rostouci
neni prosta
omezena zdola
minimum v bodég [0;0]
nema maximum

n>0 ¥ D(f)=R

licha

rostouci

prosta

X neomezena
ani maximum, ani minimum

n<0 y D(f)=R - {0}
- H(T) = (0:0)

pro (— oo;O) rostouci
pro (O;oo) klesajici
neni prosta

neomezena
ani maximum, ani minimum

n<o0 ¥ D(f)
liché H(f)
licha
klesajici
prosta

X neomezena
ani maximum, ani minimum

R {0}
R -

0}
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Pr.:

Yi :Xf"'l:}’l :Xf;YOl =1

o _2.x02+2=0
Xg =2

Y2:(X2+2) -3=y,=x,"; 3V =3
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31. €xponencid|nf funkce,, exponencio’\lm’ rovnice
EXPONENCIALNI FUNKCE

Kazda funkce na mnoZiné R dand vyrazem y=a", kde a je ziklad mocniny

a>0,a=1.

Graf funkece ......... exponenciala

Zakladni grafy:

0<a<l ¥ D(f)=R

H(f) = (0;0)
ani suda, ani licha
klesajici

| prosta

x omezena zdola
ani maximum, ani minimum

inverzni k funkci logaritmické

a>1 D(f)=R

H(f) = (0;00)
ani suda, ani licha
rostouci

1 prosta

= omezena zdola
ani maximum, ani minimum

inverzni k funkci logaritmické

Piirozena exponencialni funkce:

y=¢e
€ Eulerovo ¢islo (e = 2,72)

Inverzni funkce......... funkece, jejiz graf je ke grafu dané funkce soumérny podle osy 1. a 3. kvadrantu
f:y=ax+b
4 x—b . ,
f7:x=ay+b=y= (funkce 1nverzn1)

a
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x—1 X X01_1=0
y, =03"" -2=vy, =0,3"; _1 3Vo =2
o1 =
X, 42 . Xpt2=0
y,=37""-05=y,=3"; ;Y0 =—0,5
Xpp =2
1 |
a |

bl

|
4§

EXPONENCIALNI ROVNICE

Exponencidlni rovnice jsou rovnice, ve kterych se nezndmd vyskytuje v exponentu.

Zakladni rovnice a'™ = ag(x), kde leva i prava strana maji stejny zaklad mocniny a > 0,a # 1 se fe$i porovnanim
exponenttl.
Rovnice typu aft) = pel) , kde leva a prava strana nemaji stejny zaklad mocniny a > 0,a #1,b > 0,b # 1 se fesi

pomoci logaritmi f (x) loga = g(x)- logb.

Wewrs

Pr.:
O  5=625 @ (3" (s5Y ® Y
5=t 5 -6 25 <(3)
x =4 [3j2"‘5 ~ [3}‘3 5% =5~
S S 2x = —x°
2x=5=-3 x> +2x=0
2x=-3+5 X(x+2)=0
2x =2 x, =0} x,+2=0
x=1 i X, =-2
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@ (1]2—3X SX @ 2x+1 + 2X—1 + 2X+3 — 2
- = 8

3
32 = 5% 272" +2727 42727 _2
3x-2 X 8
log3™ " =log5 21
(3X—2)10g3=x10g5 2 (2+0’5+8):§
3xlog3—-2log3 = xlog5
gmoe & 2 .105=21
xlog3” —xlog5 = 2log3 8
x(log27 —10g5)= log3® 2" 22l
log9 2 8
* " log27—logs 2
x=13 21 8 21 8 4
2
2X=2—2
X=-2
2x X 2x-1 x+l _
®  2%.58_2%1.5% = _g00 @ 1 .1l s gia
2.5 2™ .27 .5%.5' =600 2
1 L R R
25" 1—5-5j=—600 4 2
2% 4+2.2%.2% =36
2x X 2 5 2
275" 575 =-600 2:2% 42 -36=0
2" =
2x X 3 — y
2757 = | =600 2y> +y-36=0
22x_5x:@
3 C—1x41-4-2-(-36) -1++289
5 Yio = 2.2 B 4 B
2% .55 2 6002 1417 _16 _,
3 _—1J_r17_< 4 4
3 4 4
4*.5% =400
20 =20° yi=4 Yo =4
x=2 2% =4 i 2% =-45
2% =22 | log2™ =log(—4,5)
: R —
|

nema smysl
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32. Logaritmické funkce, logaritmus, vlastnosti

LOGARITMICKA FUNKCE

Logaritmickd funkce o zdkladu a je funkce, kterd je inverzni k exponencidlni funkci
y=a", kde a je libovolné kladné Cislo rizné od 1. Logaritmickd funkce je dina

wrazem y =log X.

Graf funkce ......... logaritmicka ktivka
Zakladni grafy:
O<axl ¥
1
a>1 i
1

Ptirozena logaritmicka funkce:
y=In x
€. Eulerovo ¢&islo (e = 2,72)

D(f ) = (O; oo)
H(f)=R

ani suda, ani licha
klesajici

prosta

neomezena
ani maximum, ani minimum

inverzni k funkci exponencialni

D(f)=(0;00)
H(f)=R

ani suda, ani licha
rostouci

prosta

neomezena
ani maximum, ani minimum

inverzni k funkci exponencialni
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Xy +4=0
Yi =10g2(X1 +4)_1 =y, =log,x,;
X =—4

—Xp +2=0
Yy, = —logs(—X2 + 2):> y, =—log; (_Xz); Oi Yoo =0
Xgp =2

3Yor =1

Y3 = log|X3| =Y = log|X3 Xg3 = 03y =0

¥

q

Ll

LOGARITMUS

Logaritmus je Cislo, na které se musi umocnit zaklad, aby vzniklo logaritmované Cislo.

logr=v&a' =r
log,a = log, (rs)=log,r +log,s
loga(zj =log,r—log,s
acR"—{lreR";seR"

_log.a log,s" =1-log,s
log.b aeR*—{l};reR;seR+
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Typy logaritmii:

dekadicky logaritmus........... log,,a =loga

pfirozeny logaritmus............ log.a =Ina

....... Eulerovo ¢islo (e = 2,72)

i

log,x =4
x =3

x =81

logx = %loga + 2logb

1

logx = loga? +logb®
logx = log+/a +logb®
logx = log/ab’

x:\/gbz

logﬂ = logxy —logz = logx +logy —logz
z

a
\/; a b?
lo =log,|— —log}|— =
gi/bf2 g\/; g 22
aZ

1 2

i a a

=log—=-log——=log——log— =
o e T

L L 2 2
= (loga2 —logbz]—(loga3 —logb*? ] =

1 1 2 2

= logaE - long - logag + logbE =

1 1 2 2
=—loga——logb——1loga +—logh =
g AT, OB TI0E

3 3 4 4
=—loga——logb——loga +—1logbh =
6 & 6 & 6 8 6 &

1 1
=——loga+—logb
6 ST 8

1

log, —=-3
g, 27
a—3 :L:%_3—3
27 3

logy/ 2+ V2 = log\/zi/zgx/_z
= log\/z+ logi/i+ loggx/_ =
1 1 1

=log22 +log2* +log2® =

1 1 1 7
=—log2+—1log2 +—log2 =—log2
) g 4 g 2 g 2 g

logx = 2log(a +b)—3log(a—b)

logx =log(a +b)’ —log(a—b)’
2

logx = logM

(a—bJ

log = log5x® W/;—logy3 =
y
=log5+1logx” + logx/y—logy3 =
1

=log5+ 2logx +logy? —3logy =

=log5+2logx + % logy —glogy =

=log5 + 2logx —%logy
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33. Logaritmické rovnice

Logaritmické rovnice jsou rovnice, které maji nezndamou jako logaritmovany vyraz

nebo se nezndama vyskytuje jako zdaklad logaritmu.

Do teseni logaritmickych rovnic patii kromé podminky také zkouska.

Pi.:
@  Slogx+3 _ logx+5 , |-(310gx _4) Podminky:
3logx —4 3logx —4 x>0
(5logx +3)(3logx —4) _ (logx +5)3logx —4) 2(3logx - 4) 3logx—4+0
3logx —4 3logx —4 3logx # 4
5logx +3 = logx + 5 —2(3logx — 4) logx # 4
Slogx +3 = 10gx+5—(6logx—8) 43
Slogx +3 =logx + 5 —6logx + 8 x 2103
Slogx +3 = —5logx +13
10logx =10
logx = — Zkouska:
Slogx +3 _ logx +5 5
logx = 3logx—4 3logx—4
x =10 Slogl0+3  logl0+5
3logl0—4 3loglo—4
5+3_145
3-4 3-4
8 6
T
—-8=—6-2
-8=-8
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log(x + 2)— log(x - 1) =2—log4

logx-i_2 =1og100 — log4
x—1
X+2 100
log =log—
— 4
log =log25
X295 (x-1)
x—1
wzm_l)
x—1
X+2=25x-25
27 = 24x
27
—=X
24
9
—=X
8

log’x +2logx —-3=0
(logx)* +2logx =3 =0

Podminky:
x+2>0
x—1>0
X >-2
x>1

x>1

Zkouska:
log(x +2)—log(x —1)=2—1log4

9 9
logl =+2 |—log| ——1|=2—-1og4
g(s ] g(s j s
9 16 9 8§
log| —+— |-log| ——= |=2—-log4
g(s 8) g(s 8) ¢

log% - log% =1og100—-log4

25
10g%= logl%
8

25 8
log| —-— |=1og25
23]t
log25 =1og25

Podminky:
x>0

Zkouska:

-2+4 2

logx =y
v +2y-3=0
—24427—4:1-(-3) —2+44+12
Yiz = =
2-1
—21\%_—2i4_< 5
2 2 N -2-4
2
y, =1 i y,=-3
logx, =1 i logx, =-3
x, =10 | x, =0,001

1’+2-3=0
1+2-3=0

=—2=-3 0=0

log’x, +2logx, =3=0
log”0,001 + 210g0,001 -3 =0
(-3 +2-(-3)-3=0

9-6-3=0
0=0

log’x, +2logx, -3=0
= log®10 + 2log10—3 =0
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34, Vekton, operace s velktory

SOUSTAVA SOURADNIC, SOURADNICE BODU

Kartézska soustava souradnic (ortonormalni soustava soufadnic) — je to takova soustava soutadnic, ktera ma
vSechny osy navzijem kolmé a na vSech osach jsou jednotky stejné délky. Déli se podle poctu os:
e piimka — jednorozmérny prostor E, — A[X A]
—_—
0 =
e rovina — dvojrozmérny prostor E, — A[X Ay A]
¥

1} H

e prostor — trojrozmérny prostor E; — A[X A YasZ A]

¥ z
X
Pr
@ Al [1] J?LE l l | l 4‘?"‘-1 l l 4‘?.‘-2
A2[4] _4| _3| _2| _.ll I:II .ll 2| 3| 4| w
A3 [_ 2]
@ Al[l;z] ki
Az[z;_3] 4
A, [-2:1,5] 4
T
BT
A 2
SR
T
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A [2:4:4] ;
A, [2:-3:1,5]
A,[-2:1,5:-1]

VZDALENOST DVOU BODU

_T Vzdalenost bodu A, B je rovna velikosti Gsecky |AB| .

I |AB|=|XA—XB|=|XB—XA|
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Vzdalenost v roviné:

; AB|-fx, —x,
S ' Dl =Jye -
Yol | =Y~ Yo
AEFG je pravouhly
¥YE= Yo+ E _|§'
Ya =7 T 2 1 [EF" = [EG|" +|FG|’
v TTo |EF|2 =|XE_XF|2+|YE_YF|2
| i Lo |EF|2 = (XF _XE)2 +(YF _YE)2
n :::‘:ﬂ XJI-,_ 'XE I'Ia:u g -4 |EF| _ \/(XF _XE)Z +(yF ~y. )2
b v

Vzdalenost v prostoru:

IAB) = (x, =% +(ya — o) + (20 — 75 )

Pr.:
Jaka je vzdalenost mezi danymi body?

O A=[-2}B=[7]
AB| =[x, ~x,] =|-2-7|=|-9] =9

@ A=[-1-1}B=[11;-6]

AB| = J(xy =%, ) +(yy —yn ) =JlI= (D +[-6- (1] =y/(11+1) +(=6+1) =
=127 +(=5)" =144+25 =169 =13

® A=[-1;51B=[1;1;-2]

|AB|:\/(XB_XA)2 +(YB_YA)2 +(ZB _ZA)2 :\/[1_(_1)]2 +(l—5)2 +(—2—1)2 =
= J0+1)P + (4P +(=37 =422 +(-4) +(-3) =4+16+9 =429
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STRED USECKY

Xs
Soufadnice stfedu Gsecky jsou aritmetickym primérem soutradnic obou g— A+B _YatVs
krajnich bodi. 2 °

Zg

PF.:
Jaké soutadnice maji stfedy danych usecek?

® A=[-2}B=[7]

« _XatXg _ —247 5
= = =
2 2 2

Xg = = —=5
2 2 2
_YatVs _1+(_6)__1_6__Z
S 2 2 2 2

o]

® A=[-1;51}B=[;1;-2]

X, +xz 141 0
XS: = = — =
2 2 2
yat+tys S5+1 6
= = :—:3
T 2 2
Cz tzy 14(-2) 1-2 1
S 2 2 2 2

S= {0;3;—1}
2
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VEKTORY

Vektor je mnoZina v§ech souhlasné orientovanych usecek téze velikosti.
B

. r v AB -‘Er_ —
Orientovana usecka -

A ... po¢atecni bod
B ... koncovy bod

Nulova orientovana usecka — usecka, u které pocatecni a koncovy bod splyvaji

RovnobéZnost orientovanych usecek:
souhlasné rovnobézné orientované usecky

10 .
; I koncové body nalezi téze poloroving
!
!
M
b
!
; E
!
1A
!
!
:
c B D splyvajici rovnobéZné orientované secky
& : —
— T
h
o1
!
!
Cl nesouhlasné rovnobézné orientované usecky
;)/_///E koncové body nendlezi téZe poloroving
L’/——/»B
PA

Velikost orientované usetky AB - ‘E‘ = |AB|

I3
— v v . ’ ;o x . Iy s
Vektor — mnozina vSech orientovanych usecek, které maji stejny

A B smér a velikost.
'_
D
ct

Tt

Oznaéeni vektoru AB - AB=u

Souradnice vektoru:
A=[x;ya2, EB=[Xp5¥5:2,]
X, =Xg—Xy

Yu = YB - YA

Z,=Zg—Z,

—

u:(Xu;yu;Zu)
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Pr.:
Jaké soutradnice ma vektor dany dvéma body?

A=[3:2}B=[7;10]

X,=Xg—X,=7-3=4

Yo=Y —Ya=10-2=28

u=(4;8)
Velikost vektoru:
| =[AB ~[aB

M 2 2 2
‘u‘—ﬂxu +y,tz,

Operace s vektory:

ﬁ:(xu;yu;Zu);:/=(Xv;Yv;Zv)

X, =X,

rovnost vektoru

U=vey, =Yy,

zZ,=Z,

opacny vektor E _ l'l’

BA=-u
opacny vektor ma stejnou velikost a je nesouhlasné rovnobézny

— -

u=(x,;y,:2, f-u=(-x;-y,;-z,)
u+(u)=0
u=(xvuz, v =(x,3y,52,)

x, =k-x,

nasobeni
konstantou

azk-;;Qyu =k-y,

z, =k -z,
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s¢itani vektoru U= (Xu : Yu;Zu)
v=(xy.2,)
W=u+v
X, =X, +X,
Yo =YuTY,
z,=2,+2,

rozdil vektora

~ 3

XW :XU_XV

Yo =Yu— Yo -3

z,=2,-2, 1
—4

wW=u+v | wW=u-v
X, =X, +X,=-2+4=2 i X, =X,—X,=—2-4=-6
Yy =Y, +y,=3+5=8 | y, =y,-y, =3-5=-2
w = (2:8) | w=(-6:-2)

LINEARNI ZAVISLOST A NEZAVISLOST VEKTORU

Dva vektory 0,V jsou linedrné zavislé, lze-li jeden z nich napsat jako ndsobek druhého
vektoru.

u=k-v;keR

T#i vektory u,v,w jsou linearné zavislé, lze-li jeden z nich vyjadiit ve tvaru:

w=k-u+l-v;k,1€ R. Vektor w se pak nazyvd linedrni kombinaci vektorii u a v.
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SE:

G = (2;—1;0);:/ = (4;—2;0)

u=k-v
X, =k-XV:>2=4k:>k=%

Y. :k-yV:>—1=—2k:>k:%

Zu:k-zv:O:Ok:k:%

vektory jsou linearné zavislé

u=(1;23)v=(2-1;1;w = (- 47:3)

w=k-u+l-v
x, =k-x, +l'x, >4=k+2l > k=-4-2]
y, =k-y, +ly, >7=2k-1-> 7=2(-4-21)-1

7=-8-41-1
7=-8-5l
51=-8-7
51=-15
1=-3
z,=k-z,+1-z, >3=3k+1—> 3=3(-4-21)+1
3=—12-6l+1
3=-12-5I
51=—-12-3
51=-15
1=-3

k=-4-21=-4-2-(-3)=—4+6=2
7=2k-1 3=3k+1
7=2k—(-3) 3=3k-3

7=2k+3 3+3=3k

7-3=2k  6=3k

4 =2k 2=k

2=k
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k=2

1=-3

—4=k+21 7=2k-1 3=3k+1
—4=2+2-(-3) 7=2-2—-(-3) 3=3-2+(-3)
—4=2-6 7=4+3 3=6-3
—4=-4 7=7 3=3

w =2u-—-3v
vektory jsou linearné zavislé

UHEL DVOU VEKTORU
souhlasné rovnobézné vektory ... z(ﬁ, ;): 0°

nesouhlasné rovnobézné vektory ... L(u, V)= 180°

v roviné .
—_ u-v _XH.XV+YU.YV
COSQ = == = - =
V prostoru UV X, X, +Yy, Y, +Z, 7,
COSQ =17 = o=
Pr.:

ﬁ = (— 2;1;2);\7 = (— 2;—2;1)

1/ 2ayiaz =y (-2 412422 =Ja+1+4 =49 =3
Sy e J OV +12 =A4+411=49=3

cos0— u-v :xuxv+yuy,+zwzv:(—ﬁ(—sz(—ﬁ+24£:4—2+2:i
rHW EW; 3.3 9 9
¢ =63°36'44"
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SKALARNI SOUCIN VEKTORU

na primce

c
<
Il
>4
>

v roviné oo
u'V_Xu'Xv+yu'YV

v prostoru = O _ _ . .
u-v=x_ -X,+y,'y,+z,-2,

Je-li vysledek skalarniho soucinu vektror nulovy, pak jsou vektory na sebe kolmé.

Pf.:
Jakou velikost ma y,?

= (1 ;—2;3);:/ = (4; yv;—2);a v=-2

u-v=x, X, +y,'y, +tz,z

—2=1-4+(-2)-y, +3-(-2)
—2=4-2y, -6
—2=-2-2y,

2y, =242

2y, =0

Yy =

VEKTOROVY SOUCIN DVOU VEKTORU

Vektorovy soucin dvou vektord, ktere lezi na jedné pfimce je nulovy vektor.
Vektorovy sougin dvou vektord U a V nelezwlch na jedné ptimce je vektor W ktery ma tyto vlastnosti:
e vektor w je kolmy k vektorim Uav

e smér vektoru w se da uréit pravidlem pravé ruky

W=uxv
u=(x,:y.:2,)
v=(x,:y,:2,)
W=Uuxv

YU ZU XU YU

YV ZV XV YV
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Pr.:
=(1;3-1) v =(2:4;5)

3 -1 13

5 2 4
X, =Y, Z—Z, Y, =3-5-(-1)-4=15+4=19
Vo =27,-X,-X, -z, =(-1)-2-1.5=-2-5=—7
X, =X, Y, -y, X, =14-3.2=4-6=-2

—

w=(x,3y,52,)=019-7:-2)

u
W=uxv
3
4

128 IGMEN



35. Analytickd geometrie - p¥imky v roving a prostoru

=8

V ROVINE

Parametrické rovnice piimky:

AXa
AX=t-u
X-A=t-u
X=A+t-ﬁ
X=X, +X,t

YZYA+Yut

t... parametr, t € R

... pfimka
... usek

... smerovy vektor pfimky

... normalovy vektor pfimky
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SE:

a) jaké jsou parametrické rovnice ptimky p, je-li dan bod A a smérovy vektor u?

1

b) jaké soutadnice maji body B lezici na dané piimce, je-li parametr t roven 0; 1; -2; 5 ?

3 A=[1;-2}u=(-2;3)

X=X, +X t=1+(=2)t=1-2t

Y=y, ty,t=-2+3t

®  Nalezi body M a N ptimce p?

M =[5;3} N =[-15,5;0]

x=-5+3t

p'y=7+2t

M:hﬂi N =[-15,5;0]
X =-5+3t | x=-5+3t
y=T7+2t i y=T7+2t
5=—5+3ti—1i5:—5+3t
3-7+2t | 0=7+2t
545=3t | —155+5=3t
3-7=2t | —7=2t
10=3t | -105=3t
—4=2t | -3,5=t
0_. -3,5=t
3 I ~3,5=t
—2=t i Nep
Mep |

t, =0

X, =X, +Xx,t=1-2t, =1-2-0=1

Vi =Ya Ty t-2+3t, =-2+3-0=-2
B, =[1;-2]

t,=1
X, =1-2t,=1-2-1=-1
y, =—-2+3t, =-2+3-1=1
B, =[-1;1]

t, =2
X, =1-2t,=1-2-(=2)=1+4=5
y,=—2+3t,=—=2+3-(-2)=—2-6=-8
B, = [5;_8]

f,=t
2
x,=1-2t, =1-2-L—¢
2

1 4 3 1
=-2+3t, =-2+3-—=——+—=——
Y ! 2 2 2

2
1
B4 = ‘:O,—E:|

Obecna rovnice primky:

ax+by+c=0

—

n= (a; b) ... normalovy vektor pfimky je nenulovy vektor, ktery je k dané piimce kolmy
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Pr.:

Jaka je obecna rovnice ptimky p, je-li dan bod A a normalovy vektor n ?

A=[-12}n=(3;2)

ax+by+c=0
3x+2y+¢c=0
3-(-1)+2-24¢=0
—3+4+c¢c=0
I+¢c=0

c=-1
3x+2y-1=0

Smérnicovy tvar piimky:
y=kx+q

k =tga = Ie"Ya | smémice piimky
Xp ~Xa

q ... usek — bod, ve kterém piimka protina osu 'y

Pi.:
Jaky je smérnicovy tvar piimky p, jsou-li dany bod A a B?

A=[0:01B=1;V3]

k=tga=22"74 =ﬁ_0=£:ﬁ:a=600
Xg—Xx, 1-0 1
A=[0;0]=q=0

y=$&+0=%&
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Pievody rovnic primek:
u=(x,:¥,)
(Xn;yn): (yu;_xu): (_ YU;Xu)

M=X X FY, Y, =X Y, TV X, =Xy, Y, X, =0

parametrickd — obecna obecna — parametricka

X=X, +Xx,t ax+by+c=0

Y=Yaty,t U
y A:[a;b]:[XA;YA]

A=[x,;y,]=[ab] n=(x,:y,) = u=(y,ix,)=(v.x)=(x,:v,)
u=(x,3y,)=n=(yix,)=yix,)=(x,y,) U

y X=X, +X,t

ax+by+c=0 Y=Yatyut

obecna — smérnicova
ax+by+c=0

U
by =—ax—c
_ —ax-—c
T
_a_ ¢
T
U
x=kx+q

Pi.:
Jaké jsou ostatni rovnice pfimky —2x+3y—-1=07?

parametrické rovnice smernicovy tvar
n=(-23)=u=(32)=(-3-2) 3y =2x+1
A: volba:x =1 y=2X+1
3
-2-1+3y-1=0
Y 2 1
y= Y733
A=[1;1]
U
x=1+3¢
y=1+2t
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V PROSTORU
Parametrické rovnice primky:
X=A+u-t
X=X, +X,t
Y=Yatyut
z=7,+zt

© =

Jakou rovnici ma piimka, je-li dana body A a B?
A =[3;-2:5] B=[4;2;-2]

e ——

u=AB=(4-3;2+2;-2-5)=(1;4;-7)

x =3+t

y=-2+4t

z=5-Tt

®  Lezi dané body na ptimce?

p: x=5-2t A=[7-76] %y =5- 2ty wp=-—3+dt, zp=2-4t,
y=-3+4t B=[0;0;0] 0=5-2t; 0=-3+4t; 0=2-4t,
z=2-4t C=[2;-2;8] Dty =5 3= 4, dtp =2

tE:—E E=t3 thl

X, =5-2t, y,=-3+4t, z,=2-4t, 2 4 2

7=5-2t, —7=-3+4t, 6=2-4t, Bep

2, =5-7 —T+3=4t, 4t,=2-6

2t, =2 —4=4t, 4, =—4 e =5-2t, v¥.=-3+%, z,=2-%,

t, =1 1=t t, =1 2=5-2t, -—2=-3+4t, 8=2-4dt,

Aep 2t,=5-2 -2+3=4t, 4t,=2-8

St =3 1=4dt, 4t, =—6
=2 ioy =2
‘T2 4 F o2
Cep
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36. ;Analy’rickd geometrie - roviny

... rovina

p
u,Vv ... smerové vektor roviny
n

... normalovy vektor roviny
:[XA;YA;ZA]
[

X3 Yp3Zs]

[XC;YC;ZC]

= (x5 =% ¥s —va)=(xy,052,)
=(xc —x05¥e—ya)=(x3y.52,)
(X05¥032,)

AB
AC

S <igl % 0w >
I
R
=<
N

Parametrické rovnice roviny:
AX=k-u+l-v
X-A=t-u+s-v
X=A+t-u+s-v
X=X, +X,t+X.S
Yy=ysty,tty,s
z=27Z,+z,t+z5

Pr.:
Jakou rovnici ma rovina, je-1i dana body A, B a C?

A =[0;0;4] B=[3;2;-1} C = [0;5;2]

AB

—_—

AC

(3-0:2-0;-1-4)=(3;2:-5)
(0-0;5-0;2-4)=(0;5;-2)

<l €1
I

x=0+3t+0s =3t
y=0+2t+5s=2t+5s
z=4-5t-2s
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Obecna rovnice roviny:
ax+by+cz+d=0

n= (a; b; c) ... normalovy vektor roviny je nenulovy vektor, ktery je k dané rovin€ kolmy a je tedy kolmy ke
smérovym vektorim dané roviny

Pi.:
Jakou rovnici ma rovina, je-li dana bodem A a normalovym vektorem n ?

A=[2:2;5}n=(3;2;-1)

3x+2y-z+d=0
3-242-2-5+d=0

6+4-5+d=0
5+4d=0
d=-5

3x+2y-z-5=0

Zvlastni piipady obecné rovnice:

a) d=0 ... rovina prochazi po¢atkem 3x-2y—-z=0
b) z=0 ... rovina je rovnob&Zna s osou z 3x-2y—-10=0
¢) x=0,d=0 ... rovina obsahuje osu x y—3x=0

d) y=0,z=0 ... rovina je rovnob&zna se soufadnicovou rovinou yz 2x+3=0

e) y=0,2=0,d=0 ... rovinayz x=0

) x=0,y=0 ... rovina je rovnob&zna se soufadnicovou rovinou xy z—-1,5=0
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Pievod parametrickych rovnic na rovnici obecnou:

n=uxv

Pi.:
Jakou ma rovina obecnou rovnici, je-li dana rovnicemi parametrickymi?
x=3-2t+3s

y=1+t-2s
z=3—-4t+s

A=[313bu=(=2;1;-4)%v=(3;-2;1)

— - -

n=uxv

% =Ye 2 =2,y =1 (C4) (2)=1-8 =7

y, =2, X, —X, z, =(-4)-3-(-2)-1==12—(-2)=—-12+2=-10
X, =X, Y, =Y, X, =(-2)-(-2)-1-3=4-3=1

n=(-7;-10;1)

-7x—-10y+z+d=0
(-7)-3-10-1+3+d=0
~21-10+3+d=0
~28+d=0

d=28

—-7x—=10y+z+28=0
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37. Analy’rickd geometrie - vzdjemnd pololf\a p%l’mky a

roviny, dvou rovin

VZAJEMNA POLOHA PRIMKY A ROVINY

p ... pfimka
p ... rovina
rovnobézné riznobézné
u,-n =0 u -n #0
v
splyvajici pcp ruzné p < p /
Aep Aep / *P /
Aep Ag¢p

priisecik P — z parametrické rovnice ptimky p se dosadi

P o —— do rovnice roviny p — vyjadii se parametr t, —
P / / parametr se dosadi zpét do parametrickych rovnic

primky p a vyjdou soufadnice priseciku P

Pr.:
Jaka je vzajemna poloha pfimky a roviny?
® p:x, =t @ p: x,=2+t,
yp=1—tp yp=3+2tp
Zp:3—2tp Zp:l—tp
p: 3x+5y-z-2=0 p: x-2y+z-5=0
u, = (1-1:-2)n, = (3:5:-1) u, =(1:2:-1)n, = (1:-2:1)
u,n, =1 3+( 1)-5+(=2)-(-1)= w,n, =1142-(=2)+(-1)-1=
=3-5+2=0 =1-4-1=-4
rovnobézné riznobézné
A =1[0;1;3] X—2y+z-5=0
3.045-1-3-2=0 (2+t,)-2(3+2t, )+(1-t,)-5=0
5-3-2=0 2+t,-6-4t +1-t,-5=0
0=0 —8—4t, =0
Aep , sr oy _8:4tp
splyvajici e (

x=2+t,=2+(-2)=2-2=0

y=3+2t,=3+2:(-2)=3-4=-1

z:l—tpzl—(—2):l+2:3
=[0:-1;3]
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VZAJEMNA POLOHA DVOU ROVIN

P, G ... rovina

rovnobézné ruznobézné
n,=k-n, n, #k-n,
splyvajici ruzné
jedna obecna rovnice jedna obecna rovnice ,
roviny je nasobkem druhé roviny neni ndsobkem T
obecné rovnice roviny druhé obecné rovnice .

roviny prisecnice p — piimka, jejiz smerovy vektor u,  se

_— R

n, an, rovinpac — smérovy vektor u  primky p

Lo )
%

; vypocita vektorovym soucinem normalovych vektord

se dosadi do obecnych rovnic rovin p a ¢ — vypocitaji
se soufadnice bodu A tak, ze se dosadi do jedné ze
soufadnic libovolné ¢&islo (napt. x=0) a zbylé
soufadnice se dopocitaji jako soustava dvou rovnic o

—

dvou neznamych — z bodu A a smérového vektoru u

primky p lze vytvofit parametrické rovnice priisecnice p

Pr.:
Jaka je vzajemna poloha dvou rovin?
® p: 3x,+y,—52,-12=0 @ p: 3x,+7y,+z,+4=0
c: 2x,+6z,-3=0 c: 9x,+21ly,+3z,+12=0
n, =(31:-5)n, =(2;0:-3) n, =(3;7:1kn, =(9:21;3)
npik'nc o o ;p:%.i
riznobézné -
. rovnobezne
Y =M XM ox_ +21y_+3z +12=0
XpZYp'Zc_Zp'yG:1'6_(_5)'O: 3.(3Xc+7yc+zc+4):()
=6-0=6 splyvajici
yPIZP-XG—Xp-ZG=(—5)-2—3-6=
=-10-18=-28
Z,=X,'Y,"Y, X,=3-0-12=0-2=-2
u, = (6;-28;-2)
x=0
2-0+6z—3=6z—3:6z=3::>z:l p: x =6t
2 p p
27
3-04y-5z-12=y-5z-12= y=5z+12=2412=27 22 _ 27 Y, =—-—28t,
2 2 2 2
1
A= 0;2;l Zp:E_?‘tp
22
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38. Analy’rickd geometrie - vzdjemnd polol/\a dvou p?x‘l’mek \V.

roviné a prostoru

V ROVINE

p,q ... pfimky

—

up,uq

—_

q --- normaloveé vektory pfimek p a q

... smérové vektory ptimek p a q

rovnobézné

—_—

u,=k-u;n =k-n

_— —

q

ruznobézné

u, ;«r&k-uq,np ;tk-nq

>—I<qi

splyvajici rizné
jedna obecna rovnice jedna obecna rovnice o ) 1? o
pfimky je ndsobkem druhé pfimky neni ndsobkem P’ lisecik P — bod, ve kterém se prlmky p a q protinaji —
obecné rovnice ptimky druhé obecné rovnice vypo€itd se prevedenim rovnic pfimek p a q na
— primky parametrické rovnice, u kterych se porovnaji x-ové a y-
P4 E_________—f” ové Casti, znichZ vzniknou dvé rovnice o dvou
ﬂ nezndmych — parametry t a s, poté se jeden z téchto
parametrii dosadi do parametrickych rovnic pfimky (t do
p nebo s do q) a vypocita se prasecik P
Pt.:
Jaka je vzajemna poloha pfimky a roviny?
® p: x, =143t q: x,=2-4s @ p: 3x,+2y,-1=0
y,=2-t Y =1+s

oy e,
riznobézné
Xp =Xq Yp =Yq
1+3t=2—4s 2—t=1+s
3t+ds=2-1 2-l=t+s
3t+4s=1 t+s=1
3t+4ds=1
t+s=1=>t=1-5s
3(1-s)+4s=1 t=1-s
3-3s+4s=1 t=1-(-2)
s=1-3 t=1+2
s=-2 =3

q: —6x, -4y, +2=0

— ] —
n, = —En .
rovnobézné
—6x,—4y,+2=0
(~2)-(3x, +2y, -1)=0
splyvajici

P: x,=1+3t=1+3-3=1+9=10
y,=2-t=2-3=-1
P =[10;-1]

139

IGMEN



V PROSTORU

P, q ... pfimky
u,, u, q --- smérové vektory piimek p a q
n,,n, ... normalové vektory piimek p a q
rovnobézné nerovnobézné
up:k-uq;np:k-nq u ;tku ;n, ;tkn
splyvajici rizné riznobézné mimobézné
Aep Aep P existuje P neexistuje
Aeq Agq >% /:-
LI g —
1 prisecik P — bod, ve kterém se ptimky p a q protinaji —
vypocéita se z parametrickych rovnic pfimek p a g, u
kterych se porovnaji x-ové, y-ové a z-ové casti, z nichz
vzniknou dvé rovnice o dvou neznamych — parametry t a
s, poté se jeden ztéchto parametri dosadi do
parametrickych rovnic pfimky (t do p nebo sdo q) a
vypocita se prusecik P
Pt.:
Jaka je vzajemna poloha pfimky a roviny?
® p: ox,=-1+3t q: x,=-49+48s 3t—48s =-48 t—37s =-40
y, =3+t Y, =—37+37s 3-25—-48s =48 2s—-37s =-40
7 =2t 7 =4s 6s —48s = —48 —35s =-40
p q
—42s = —48 = 40
n, = (3;1;2);nCl = (48;37;4) s=— 3
- . 42 g=2
n #k-n, 8 7
nerovnob¢zné 7
Xp =X Yp =DYq P: 8
—1+3t=-49+48s  3+¢=-37+37s Xq =49+ 485 =—49+48-— =
3t —48s =48 t—37s=-40 384 —-343+384 41
=—-49+ = = —
7 7
=-37+37s =-37 378—
Zp:Zq yq_— +37s=-37+ .7_
2t =4s 206 —343+296 47
_» =-37+ = =——
t=218 7 7
8 32
Zq = 4 = 7 = —

523
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p
— 1_
np —Enq
rovnobézné
AepA=[1;2;3]
X, =3—6s:>1:3—6s:>6s=2:>s=l
3
Yq =1+25:>2=1+2s:>1=25:>s=%
z, =-1-4s=>3=-1-4s=4s=-4=>s=-1
razné
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39. Analy’rickd geometrie - metrické b’\lol'\y metodou

souradnic

ODCHYLKY

Dvé primKy v roviné:

Odchylka Qe <0°;90°> dvou  piimek  ze smérovych

(normdlovych) vektorii u ,u, \n ,n q) se vypocitd podle vzorce:

—_ — —_ —

up'uq‘ ‘np'nq
COSP = =17 = =T T—

Upl'[Ba|  [Bp| Mg
PY.
p: 2x-3y+3=0
q: S5x—-y-10=0
er’:(2,—3);nq (5, 1)
S n-n,
non|=[2-5+(=3)-(=1)=[10+3=[13]=13 ] S = A - B
: q | )| | | | | CosQ ‘np‘-‘nq‘ \/B\/% \/B\/B\/E
n, (=2 +(=3) =v4+9 =413
. _i_i.ﬁ_ﬁz = 45°
n =452+ (-1 =v25+1 =126 "3z 22 2 fT

Dvé piimKy v prostoru:

u,-u,

COSP = ———,

u,|-u,

ﬂ_; . .
n_-n

i P
n_; <] COSP = ———;
: n|-n,
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Primka a rovina:

—_— —

u_ -n
cosp =-———
up-np
9=90"-p
Pr.:
D p: x=1+t q: x=2s p: x=1+t p: 2x—-2y-z+1=0
— _4t y=-2-2s = —4t
z=-3+t Z=-S z=-3+t 112(2;—2;—1)
u, =(1;-41) u, =(2:-25-1) u, =(1:-4;1)
uug| =124 (=4)-(-2)+1-(-1) = wn | =[1-24(=4)-(-2)+1-(-1) =
=[2+8-1=9[=9 =[2+8-1=[9[=9
u =P+ (=4 +12 =1+16+1= u =P+ (=4Y +12 =1+16+1=
=V18=4942=32 =18 =942 =32
u | =22 +(2f + (-1 =Va+a+1= n|=y22+(-2F + (-1 =va+4+1=
:\/5:3 =\/§=3
c0S0 — U, -ty _ 9 _ 9 :L'QZ cosp = u,-n, 9 _ 9 :L.Q_
i ] 323 2 22 w323 2 V22
2%:@:450 :g2>[3245°

@ =90°—P =90°—45° = 45°
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VZDALENOSTI

Bod a primka v roviné:
A 5 p: ax+by+c=0 V:|axA+byA+c|
Ny A= [XA;YA]

—_—

n,

Bod a piimka v prostoru:
p: X=X, +X,t X:[xx;yx;zx]
y = YA + Yut
z=2, +z,t
Vypocitat obecnou rovnici roviny p, ktera je kolma k pfimce p a obsahuje

bod X:
u, = (x,1y,52,) = (a;bsc)
F p: axy +by, +cz, +d=0=d
ax+by+cz+d=0
E Vypocitat soufadnice bodu P, ktery je prusecikem ptimky p s rovinou p:
J—
ooy K . P: a(x, +x,t)+b(y, +y,t)+c(z, +z,t)+d=0=t
Xp =X, +X,t
YP = YA + Yut
Z, =2, +2zZ,t
P:[XP;YP;ZP]
Vzdalenost bodu a ptimky:
V=5
Bod a rovina:
n_; A p: ax+by+cz+d=0 V:|axA+byA+czA+d|
A:[XA;YA;ZA] ITp
Pi.:
@ p: 3x-4y+5=0
A=[-1;1]

Ve lax,, +by, +¢| _ 3-(-1)-4-1+5] _ -3-4+5 _|-2| 2

o N Jot+16 425 5

n,
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@

p: x=3+t X=[0;2;3]
y=5+2t

z=—t

=(1;2;-1)
axy +byy +cz, +d=0
1-:0+2-2+(-1)-3+d=0

up
p:

0+4-3+d=0
1+d=0

d=-1
Xx+2y—-z—-1=0

P: a(x, +x,t)+b(y, +y,t)+c(z, +z,t)+d=0
(B+t)+2(5+2t)—(~t)-1=0
3+t+10+4t+t-1=0
6t+12=0
6t =—12
t=-2
Xp =X, +X,t=3+t=3+(-2)=3-2=1
Vp = YA +Y t=5+2t=5+2(-2)=5-4=1
Zp :zA+Zut:—t:—(—2):2
P=[xp5yp32,]=[15152]

XP = (X, =X\ ¥p ~ ¥xiZp — 2y )= (1-0;1-223) = (1;-1;-1)

v=‘ﬁ‘=\/12+(—1)2+(—1)2=m=\/§
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40. Analyﬁcko’x geometrie kuselose&ek — kruZnice

i KruZnice je mnoZina viech bodii v roviné, které
W maji od daného bodu S stejnou vzddilenost t.

r= |XS| ... polomér kruznice
S= [m;n] ... stied kruznice

r X = [X; y] ... bod lezici na kruznici

2 2 2 ¥ . . ~ o v %
X" +y" =r1" ... sttedova rovnice kruznice se sttedem v bodé
S=[0:0]
2 2 _ 2 y . : Y
(x - m) + (y - n) =r1" ... sttedova rovnice kruznice se

stiedem v bodé S = [m; n]

x* +y’ +ax+by+c=0 ... obecnd rovnice kruznice

Poloha bodi na kruzZnici dané stiedovou rovnici:
X’ + y2 =1’ ... bod leZi na kruznici

X’ + y2 <1’ ... bod lezi uvniti kruznice

X’ + y2 >r1” ... bod leZi vn& kruZnice

Toto plati i pro kruznice dané sttedovou rovnici (X - m)2 + (y - n)2 =r’.

Prievod rovnic:

stiredova — obecna obecna — stiredova
(x—m)er(y—n)2 =r’ X’ +y’ +ax+by+c=0
(x2—2xm+m2)+ y2—2yn+n2):r2 x*+ax+y’ +by+c=0
x2 —2xm+ m? +y2 —2yn+n2 -2 =0 vyrazy X° +ax a y2 + by se doplni na vzorec typu
x’+y’=2xm-2yn+m’ +n’° —r’ =0 A’ +2AB+B’ =(A+Bf
—_— Y U
a b C
2 2 _
X" +y +ax+by+c=0 (x—m) +(y-n)’ -r*=0

(x—m)* +(y—n)* =1’
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SE:

Jaka je sttedova rovnice kruznice?

S=[0;,0}X =[-3;2]

xX*+y’ =1’
(—3)2+22 =r’
9+4=r°
13=1"

x*+y* =13

Jaka bude stfedova a obecna rovnice kruznice?

S=[1;-2}r=3

(X m)2 +(y—n)2 :I'2
(x-1) +(y+2)" =9
x> =2x +1)+(y? + 4y +4)=9

2

X*=2X+1+y* +4y+4-9=0

X*+y’ —2x+4y+1+4-9=0
X 4y’ —2x+4y+-4=0

@

©)

Jakou polohu maji dané body vzhledem ke
kruznici?
S=[0;0}r=2

X2+y2=r2:>x2+y2=4

A = [4;3] B =1;1] C =[2:0]
42437 =4  1’+1°=4 2210’ =4
16+9 =4 1+1=4 4+0=4
25> 4 2<4 4=4

Jaké bude stfedova rovnice kruznice?

X +y’ +8x—10y—-75=0

X’ +8x+y’ —10y—-75=0

(x> +8x +16)-16+(y> ~10y +25)-25-75=0
(x +16) +(y-5) -116=0

(x +16) +(y—-5) =116

Jaka bude stfedova rovnice kruZnice?

X +y =2x+4y+7=0

X’ =2x+y> +4y+7=0
(x2=2x+1)-1+(y* +4y+4)-4+7=0
(x—1P +(y+2)'+2=0

(x—1F +(y+2) ==2

r’# -2

x> +y’ —2x+4y+7 =0 neni rovnice kruznice
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4. Analyﬁcko’x geometrie kuzelosec&ek — elipsa

Elipsa je mnoZina v§ech bodit v rovi-
né, které maji od dvou stalych bodi

F,F, (ohnisek) staly soucet vzdile-
nosti, ktery je vétsi, nez vzddlenost
téchto bodii (2e).

= [m;n] ... stied elipsy

S

F,F, ... ohniska elipsy

X= [X; y] ... bod lezici na elipse

b A, B ... hlavni vrcholy elipsy
C,D ... vedlejsi vrcholy elipsy

D piimka F|F, ... hlavni osa elipsy

vedlejsi osa elipsy ... pfimka, ktera je
kolma na hlavni osu elipsy a prochazi

sttedem S
a= |AS| = |BS| ... velikost hlavni poloosy elipsy
b= |CS| = |DS| ... velikost vedlejsi poloosy elipsy a’ =b? +¢?
e= |FIS| = |FZS| ... vystiednost (excentricita) elipsy
Sti‘edové rovnice elipsy:
hlavni osa je rovnobézna s osou x hlavni osa je rovnob&zna s osou y
S =[0;0] S = [m;n] S=[0;0] S =[m;n]
LY (x-m)* (y-n) _ S (x-m)°  (y-n) _
Sty =1 7T =1 P S =1
a’ b a b b” a b a
Obecna rovnice elipsy: Poloha bodii na kruznici dané stifedovou rovnici:
2 2 2 2
X" +y +ax+by+c=0 X
Y Y —2+y—2=1 ... bod lezi na elipse
A>0,B>0;,A#B a- b
X 2 y2
— +=5 <1 ... bod lezi uvnitt elipsy
a- b
2 2
X—z + I >1 ... bod leZi vné elipsy
a’ b’
. (x-m)* (y-n)
Toto plati i pro elipsy dané stfedovou rovnici -+ =1.

a b?

Prevod rovnic se provadi v podstaté stejné, jako u kruznice.
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SE:

Jaka je sttedova rovnice elipsy?

a=3;b=5;S= [O;O]

@

Jaka je obecna rovnice elipsy?

(x+\/5)2 +£}#X=l

(x+\/5)2+£}#i:1 -4
4(x+\/5)2 +M:4

4

4(X+\/E)2 +(y—\/5)2 =4

ax? +242x +2)+ (y2 — 242y +2)=4
4x% +8V2x +8+y> =242y +2-4=0
4> +y +8/2x — 242y +8+2-4=0
4x> +y* +8/2x =22y +6 =0

4x* +y’ +8\/Ex—2\/§y:—6

Jaké jsou stfedova rovnice elipsy, velikost a, b, e a soutadnice S, Fy, F», A, B, Ca D?

4x* +9y° —8x—36y+4=0

4x* —8x +9y° —36y+4=0
4(x> —2x)+9(y> —4y)+4=0

Alx? —2x+1)-1-449(y> —4y+4)-4.9+4=0
(

S= [m;n]: [1;2]

a’=9=a=3
b’=4=b=2

Ax -1 +9(y—-2) -4-36+4=0 b +el me=a’-b2=+9-4=45
Ax -1 +9(y-2)" =36 |36
ax=17 9y-2F 36 F, =[m-en]=[1-53]
36 ! 36 36 F2=[m+e;n]=[1+\/§;2]
(x—1)2+(y—?_)2=1 A= [m an] [22]
9 4 B=[m+an] [42]
C = [m;n +b]=[1;4]
D =[m;n-b]=1;0]
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49, Analyﬁckc’\ geometrie kuzelose&ek — l'\ypev‘bola

Hyperbola je mnoZina viech bodi
v rovine, které tu viastnost, ie absolu-
tni hodnota rozdilu jejich viddlenosti
od bodi Y,,F, (ohnisek) je rovna

kladné konstanteé.

S= [m;n] ... stfed hyperboly
F,F, ... ohniska hyperboly
A, B ... hlavni hyperboly

a= |AS| = |BS| ... velikost hlavni poloosy hyperboly
e= |FIS| = |F28| ... vystiednost (excentricita) hyperboly

b=+e> —a’ ... velikost vedlejsi poloosy hyperboly

Sti‘edové rovnice hyperboly:
hlavni osa je rovnobézna s osou x

S =[0;0] S = [m;n]
<2 yz (X—m)2 (y—n)2
=1 2 r =1
a~ b a b
asymptoty hyperboly

(y-n)=+=(x-m)

Obecna rovnice hyperboly:

X’ +y* +ax+by+c=0

Prevod rovnic se provadi v podstaté stejné, jako u kruznice.

ptimka F,F, ... hlavni osa hyperboly

vedlejsi osa hyperboly ... pfimka, ktera je
kolma na hlavni osu a prochazi
stfedem S

e’ =a’+b?

hlavni osa je rovnobézna s osou y
S =[0;0] S = [m;n]
2 2

LD AR _(x—rn)sz(y—n)2=1

2 2
b> a b? a’

asymptoty hyperboly
(y-n)=22(cm)
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SE:

Jaka je sttedova rovnice hyperboly? ®  Jaka je obecna rovnice hyperboly?
a:12;e:20;S:[2;4] _(x+3)2 +(y+2)2 1
9 9
b=+/e> —a® =+/207 —12% =/400—144 =
2 2
=256 =16 _(x+3) +(Y+7—) 1 |9
9 9
2 2
(X—m)2 (y—n)2 _9(X+3) +9(y+2) _1.9
B g =1 9 9
, , —(x+3f +(y+2)=-9
(X—2) (y—4) 2 2
e 12 =1 —(x +6x+9)+(y +4y+4)—9=0
L) I —x’=6x-9+y’ +4y+4-9=0
YOS ) -6
256 144 -X"4+y —6x+4y-9+4-9=0

—x>+y —6x+4y-14=0 |(-1)
x> —y*+6x—4y+14=0

Jaké jsou stfedova rovnice hyperboly, velikost a, b, e a soutadnice S, Fy, F,, A a B?

4x> -9y’ +18y—45=0

4x* —9(y2 —2y)— 45=0 S =[m;n]=[0;1]

4?9y’ —2y+1)+9-45=0  a’=9=a=3

4x* ~9(y-1) =36=0 b’=4=b=2

4x* -9(y-1y =36 |:36 e’=a’+b>=>e=+a’+b> =/9+4 =413

4x*> 9(y-1) 36

36 36 36 F =[m-a;n]=[-3;1]

x (y-1) F, =[m+a;n]=[3;1]

9 4 A=[m-en]=[-1311]
B:[m+e,n]=[\/ﬁ;l]

151 IGMEN



43, Analy’rickc’x geometrie kuzelose&ek — parabola

o3|

d, Parabola je mnoZina vsech bodii
v roviné, které maji stejnou vzddle-
nost od bodu F a od dané piimky d,
Fed.

.. ohnisko paraboly

.. vrchol paraboly (stfed FD)
.. tidici ptfimka paraboly

.. 0sa paraboly (F €0, OJ_d)

- O o<

= |FD| ... parametr paraboly (vzdalenost
ohniska od fidici ptimky)

dy

Vrcholové rovnice paraboly:

osa paraboly je rovnobézna s osou x osa paraboly je rovnobézna s osou y
vV =[0;0] vV =[0;0] vV =[0;0] vV =[0;0]
kladna poloosa zéaporna poloosa kladna poloosa zéporna poloosa
vy’ =2px y> =-2px x* =2py x> = -2py
V= [m;n] V= [m;n] V= [m;n] V= [m;n]
kladna poloosa zaporna poloosa kladna poloosa zaporna poloosa

(y-nf =2p(x-m)  (y-n)f=-2p(x-m)  (x-m)=2p(y-n)  (x-m) =-2p(y—n)

Obecné rovnice paraboly:

osa paraboly je rovnobézna s osou x osa paraboly je rovnobézna s osou y
y>+ax+by+c=0 x*+ax+by+c=0
a#0 b#0

Ptevod rovnic se provadi v podstaté stejné, jako u kruznice.
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Pr.:

O) Jaké bude mit dana parabola soufadnice ohniska, (2)  Jaké bude rovnice paraboly?
vrcholu, parametr a rovnici fidici pfimky? V= [0;0]’ F= [O;—Z] — x2 = —2py

y2=6x:>0X;V=[0;O]
1 1
2 |VF|=—-p32:—-p:>2-2:p:4:p
Y = 6= p=3 : ’
y2:2px p_ p_ X2:—24y:X2:_8y
|VF|=l-p=l-3:E:F= 290
2 2 2 2
|DV|=l-p=l-3=3:»D= —3,0
2 2 2 2
d: 3
X=—=
(®  Jaka bude rovnice paraboly, ktera prochazi @  Jaka bude vrcholova rovnice paraboly?
bodem A a mé osu rovnobéznou s osou y? 2x* —6x—10y-3=0
=[-2;1L A =|0;
v=b21ia=[sloly 2(x* ~3x)-10y-3=0
9 9
2l x*-3x+=-=|-10y-3=0
(x—m)’ =2p(y—n) TRy 4) Y
x+2)° =2p(y-1
( )2 ply=1) 2X2—3X+2j—2-2—10y—3=0
(0+2) =2p(3-1) 4 4
2 _ 2
27=2p2 o x=3] - B o930
4=4p 2 4
— 2
P 2X—i —2—10y—§20
(x+2) =2-1(y-1) 2) 2 2
2
(X+2) :2(}’_1) 2 X_i _10y_1_5:()
2 2
2
2x—3 :10y+1—5 :2
2 2
, 15
3 2
Xx——| =5y+%
2) 7T
3Y 15 1
X——| =5y+——
T
3Y 15
X——| =5y+—
Ty
3Y 3
X——| =5y+—
(y 4j

153 IGMEN



44, Analy’rickd geometrie — vzdjemnd pololf\a kuéeloseéky a
p%fmky
VZAJEMNA POLOHA KUZELOSECKY A PRIMKY

KruZnice: Elipsa:
p: y:kX+q k: X2+y2:r2 p: y:kx+q e: x? y2_1
feSeni soustavy dvou rovnic — kvadraticka rovnice: a? b’
2 feSeni — secna feSeni soustavy dvou rovnic — kvadraticka rovnice:
1 feSeni — te¢na 2 feSeni — se€na
0 feSeni — vngjsi piimka 1 feSeni — tecna
0 feseni — vn&jsi ptimka
Hyperbola: Parabola:
p: y:kX+q h: x? y2_1 pf y:kx+q pa: y2:2px
a? b’ fedeni soustavy dvou rovnic — kvadraticka rovnice:
feSeni soustavy dvou rovnic — kvadraticka rovnice: 2 feSeni — se€na
2 feSeni — se€na 1 feSeni — tecna
1 feSeni — tec¢na 0 feSeni — vnéjsi piimka
0 feSeni — vnéj§i piimka feSeni soustavy dvou rovnic — linedrni rovnice:
feSeni soustavy dvou rovnic — linearni rovnice: — rovnobézka s osou paraboly
1 feSeni — rovnobézka s asymptotou
0 feSeni — asymptota
TECNY KUZELOSECEK
rovnice kuzelosecky rovnice te¢ny v bodé T = [XT; yT]
KruZznice: x*+y’=r’ X Xy +y yp=r1
2 2 2 — 12
(x—m)"+(y-n) =r (x=m)(x; —m)+(y=n)y, —n)=r
a b
x> +y’ +ax+by+c=0 X X +Y-Yr +§(X+XT)+5(y+yT)+c =0
Elipsa: x’ y2 XX: Y'¥p
— + T =1 - + 3 =1
a~ b a b
2 2
(X_m) +(y_n) _1 (X_m)(:XT_m)+(y_n)(YT_n)_l
a’ b’ a’ b’
x y XXy Yy
PR e
a a
2 2
(x-m)’ (y-n) _, (x=m)x; -m) (y-n)y;-n)_,
b 2 a 2 b 2 a 2
s o a b
X" +y +ax+by+c=0 X-XT+y-yT+E(X+XT)+E(y+yT)+c:O
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Hyperbola:

XXr Y ¥r _y
a’ b2
(x —m)(x; —m) _ (y—n)y; —n) -1
a’ b’
_X]':;T _l_ya'lz’T -1
_(X_m)(XT_m)+(y_n)(YT_n):1
b’ a’

XXy +Y- Yy +%(X+XT)+E(Y+YT)+C=0

Parabola: y© =22px Yyyr = ip(x + XT)
(y-n)" =+2p(x —m) (y=n)ys —n)=#p(x +x; —2m)
x* =+2py X Xp :iP(Y+yT)
x—m)" =+2p(y —n) (x ~m)(x; —m)=p(y +y, —2n)
y +ax+by+c=0 y-yT+%(x+xT)+g(y+yT)+c:O
x* +ax+by+c=0 x-xT+%(x+XT)+g(y+yT)+c:0
Pi.:
@  Jaka je vzajemna poloha piimky a paraboly? ®  Jaka je vzajemna poloha pfimky a paraboly?

P s 7y+30=0= x = Y=
pa: y>=9x
y® =9x
7y —30
2:9'
Y 3
g2 = A7y=30)
3
y® =3(7y -30)
y* =21y -90
y?=21y+90=0
21++/212 =4-1-90
Yi2 = 7.1 =
_214++/441-360 21++/81 _
2 2
21+9 30 _ s
_21i9< 7 7
o2 t2-9 12 o
2 2

pt: y=-3=0=>y=3

pa: y’=-4x
y? = —4x
37 =—4x
9=—4x [(-4)
9
-—=X
4

Vysla linearni rovnice — pfimka je rovnobézna

9
s osou paraboly a protina ji v bodé¢ M = {—Z ;3}

7-15-30
-
7-6-30
=

Ptimka je sec¢na a protina parabolu v bodech

M, =[25;15] a M, =[4;6].

x, =15=vy, 25

X,=6=y, 4
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Jaka je vzajemna poloha pfimky a elipsy?
p: x=t
y=10+t

e: 8x’+20y’ =160

8x* +20y° =160

8t> +20(10+t)’ =160

8t> +20(100 + 20t +t* ) = 160

8t* +2000 + 400t + 20t* —160 =0
28t + 400t —1840 =0

—400+/400° —4-28-(~1840)
b 2-28
— 400+ /160000 + 206080
56

—400 = +/—-46080

B 2.28

vvvvvv

Jaké bude rovnice te¢ny?

16

(X_3XXT _3)+ (y_z)(YT _2) 1

(X—3)2 + (y_42)2 =1;T= [2;1]

16 4
(X—3)(2—3)+(y—2)(1—2) .

16 4
(-3)-1), (y-20-1)

16 4
_(X_3)_(y_2):1 |‘16
16 4
~(x=3)-4(y-2)=16
-x+3-4y+8=16
-4y +11=x+16
-4y =x+16-11
—4y=x+5 |:(—4)
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45. Limita a spojitost fw'\kce

DIFERENCIALNI POCET — OKOLI BODU

- ’ i € okoli bodu a je mnoZina vSech bodi x, jejichz vzddlenost od
a-= . wr
are bodu a je mensi nez .
Zpisoby zapist:
X = <a —ga+ 8>
a—eg<x<a+eg

x—a|<e

LIMITA FUNKCE

¥ Funkce y=1 (X) je definovina v okoli bodu a.

Rikd se, e funkce y=T1(x) md vbodé a limitu L,
JjestliZe ke kaidému c-okoli bodu L existuje takové o-
okoli bodu a, Ze pro kaZdé x z 5-okoli bodu a leZi jeho
funkéni hodnota £(x) v e-okoli bodu L.

limf(x)=L < VeeRIdeR; ¥xe(a-8a+d)=

X—a

= f(x)e(L-&L+¢)

Limita a spojitost funkce:

Funkce y =1(x) je spojitd v bodé a privé tehdy, kdy% je v bodé a definovina a mi
limitu rovnu funkcéni hodnoté.

Pravidla pro pocitani s limitami:

limf(x)=L;limg(x) =K limL =0
X—>0 X
lim[f(x)+ g(x)]=limf(x)£limg(x) =L +K lim L =0
X—a X—a X—a X—>—0 X
lim[f(x)- g(x)]=limf(x)-limg(x)=L-K o sinx
lim £ (x X
lirnf(x)z"f>a ( )zk;g(x);to,K;tO m X —1
x—a g(X) !}E}}g(x) K XILI(}E =
limc-f(x)=c-limf(x)=c-L;ceR
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Nevlastni limity ve vlastnich bodech:

Rikd se, %e funkce f(x) md
v bodé a limitu « pravé tehdy,
kdy; ke kaZdému redlnému
¢islu K existuje takové 5-okoli
bodu a, Ze pro vSechna x
zokoli bodu a plati, Ze

f(x)>K.

Vlastni limity v nevlastnich bodech:

Nevlastni limity v nevlastnich bodech:

Vi I
|
|
litn fixi=a !
|
] l /
0 Y %
i
|
|
|
|
I
¥ ¥
m fixz|=L1 lim fizl=L
I ¥ R ¢ R _
/ E\szlxl
1] z 0 z
y=f{x]
W ¥
lim flz| =« ln £z )= -
|:| -
— 0
¥
itm flzl=—w

lim flxz )= @

H=—wo
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Jednostranné limity: ¥
1
Y=;
1
lim—=134 I X
x—0 x
liml——oo
x—0" X
liml 0
x—0" X
Pf.
. x’=3 2*-3 4-3 1
lim = = =—
x>2 x+4 244 6 6
X +3x2-5x . x(2x243x—=5) . 2x2+43x-5 2.0°+3.0-5 0+0-5 5
lim =lim =lim = = =——=-1
x—0 5x x—0 5x x—0 5 5 5 5
po Ut t(t+1) TS S St S S |
-13(2 1) o3(t=1)t+1) ~-13(t=1) 3(1-1) 3-(-2) -6 6
lim COSX — SInx _ lim COSX — sinx _ lim COSX — sinx _ lim 1 B 1 B
oI cos2x choszx—sinzx Hg(cosx—sinx)(cosx+sinx) x> COSX + sinx \/EJF\/E
2 2
_ L _ 1 N2 N2
242 N2 20 2
2
. X +x-12
1111’12—:
x=>32x" —x—15
i -1-7 -8 4‘
. _—13/1—4-1-(—12)_—11«/1+48_—1J_r«/49_—1i7<—2 T~
b 2-1 - 2 o2 2 Vo7 6.
- 2 2 =
I-11_-10 _
C1xy1-4-2-(-15) 1414120 1+ 121_1i11<—4 T4 T
2 = 2:2 - 4 4 4 Nl 12
L 4 4 A
(x+4)(x-3) . x+4 . x+4 3+4 7 7

3 2(x+2,5(x —3) 5 2(x+2,5) *52x+5 2345 645 11
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46. Dervivace fw’\kce

¥ Necht' je dina funkce y=f(x). Jestlize vbodé x,

existuje limita lim M
X=X, X —X,

yv=flx) , pak se Fikd, Ze funkce

y=f (X) md v bodé x, derivaci rovnu této limité.

fiz]
T——————-= | Geometricky vyznam derivace — smérnice teCny v daném bodé
flz, ] I | ( —k )
: : y=kKX+q).
: | Znacleni derivace funkce y =f (x):
| |
0 IXU "X ® , , df(x df
y=r(s)- 20 &
dx  dx
Derivace elementarnich funkei:
y=c¢ y' =0 ceR
y=X y' =1 x€eR
y=x" y' =nx"" x€eR
y=x" y =-—nx*" xeR—{O};xiO;neN;nZl
y=x" y =ax"" x>0;a e R—{0}
y=a" y'=a*lna xeR;a>0;a#1
y=¢" y' =e* xeR
1
y =log,x "= x>0;a>0a=1
xIna
y =Inx y' = 1 x>0
X
y =sinx y' = cosx x €R
y = COSX y' = —sinx x €R
1
y = tgx y=— X;t(2k+1)£;keZ
COS™X 2
1
y = cotgx y=—— xzk-mkeZ
sin“x

Pravidla pro po¢itani s derivacemi:
A i konstant ' '
Nasobeni konstantou (c-f(x)) —oof (X)

Soudet a rozdil (f(x)i g(x)), _ f!(x)igl(x)
Soucin f(x)= u;g(X)= v

!

(u-v) =u"-v+u-v
Podil f(x)=ug(x)=v

!

u u-v+u-v
—| =
% v
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SE:

y=l=x"1:>y'— Ix T =—x?== 12;X¢0
X X
1 1 13 2 3 3 3
NSV VI U LD I WV U O D SO . . RN
3 3 3 32 3 ksl
@ y=%—5:6x’3—5
X
Yy =6-(-3)x"-0=-18 4‘-—%;){7&0
©) _sinx + cosx

sinx — cosx
y' = (cosx — sinx )(sinx — cosx ) — (sinx + cosx J(cosx +sinx)

(sinx — cosx )’

B (cosx -sinx — cos*x —sin’*x + sinx - cosx)— (sinx - COSX + Sin’X + cos’X + COsX - sinx)

(sinx — cosx )’

COSX - SinX — 08X — sin’X + SinX - COSX — SinX - COSX — Sin’X — cOS*X — COSX - Sinx

(sinx — cosx )’

_ —2cos’x — 2sin’x

(sinx — cosx )’

Derivace slozené funkce:

y = flg(x)]

glx)=v
y=f(v)
y’:f’(V)'V,
PF.:
©O) y=sin(3x—1)
y' =cos(3x—1)-(3-0)=3cos(3x —1)
@ y=In(2x+4)
1 2 2 1
= (2+0)= = = S )
Y 2x+4(+) 2x+4  2(x+2) 2
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Derivace funkce dané implicitné:

Pr.
©) X*+xy+y> =0 @ x*+y*-5=0 ® y*-4x=0
2X+y+xy' +2yy' =0 2x+2yy'—=0=0 2yy'—4=0
xy'+2yy' =-2x-y 2yy' =-2x 2yy'=4
y(x+2y)=-2x-y , 2 , 4
S YTy Ty
=—;X# -2y
X y'===y#0 y'==3y#0

Logaritmicka derivace:

sinx

© =
®

y=x* IR
i Iny = Inx*™™
Iny = Inx* Iny = sinx - Inx
B | .1
lny—;lnx —-y' =cosx-Inx +sinx —
y X
Inx :
Iny = < y' = (cosx -Inx +%) 'y
1 —-x—Inx-1 , SINX | ginx
1 x y' =] cosx-Inx+—— |- x"";x >0
y y = 2 X
1, 1-Inx
y X’
, I-Inx
X2
1-lnx
"= 2nx x>0
X
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47. Fyzikdlnt a geometricky vyznam derivace

GEOMETRICKY VYZNAM DERIVACE

y=1lx]

fizl

flz,)

i T0)=1050)

X*)XO X —_ XO

= lim 20

X*)XO X —_ XO

Derivace v bodé¢ X, je smérnici teCny v daném bodé.

y,(xo): k = tga

t: y-y, =k(X_X0)
T:[XOQYO]

a H, X
PF.:
® ki y=x’-2x
T=[1y,]
Yri oy =x"=-2x=1"-2-1=1-2=-1
T=[1;-1]
k: y=x>-2x
y' =2x-2
y(x;)=2:1-2=2-2=0=k
t: y—yozk(X—XO)
y-(-1)=0-(x-1)
y+1=0
=-1
FYZIKALNI VYZNAM DERIVACE
rychlost ................ V= ds =s'
dt
zrychleni .............. a= dv =V
dt
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© =

m=10kg;t=5s;E, =?

s:1+t+t2;Ek:%mV2

=s'= = .5=11m
v=s =0+1+2t=1+2 5_114

E, :%'10-112 _10-121 =%:605J

t=10s;v="?

s=2t"-3

_J . 2_ _A. 2 _ 3 _ m
v=s=2-3t"-0=6-10"=6 100—6004
v=0M/ :t=2°

S

s:1¢4—4€446€
4

V:s’:%-4t3—4-3t2+16-2t:t3—12t2+32t:t(t2_12t+32)
0=t(t —12t+32)
t=0 12+4_16_,
¢ _lzi\/(_12)2—4-1~32_12ix/144—128_12i\/ﬁ_12i4< ST,
237 21 - 2 T2 2 ‘12-4 8
2 2
t, =0s;t, =8s;t, =4s
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48. Vysetrovéni prabéhu funkce
Pti vysetifovani pribehu funkce se pouziva nasledujici postup:
1) Urceni defini¢niho oboru D(f ) , prisecikid s osami a spojitosti funkce.

D(f ) ... defini¢ni obor — vSechna x, pro ktera ma dana funkce smysl

2) Urceni sudosti, lichosti funkce.
sudost ......... f(=x)=f(X) oo funkce je soumérna podle osy y

lichost......... f (— X) =—f (x) .......... funkce je soumérna podle pocatku soustavy soufadnic
3) Urceni stacionarnich bodti — bodti podezielych z extrému.

y'=0
4) Urceni rostoucich, klesajicich interval funkci zjisténych pomoci stacionarnich bodi.

— jakykoli bod z intervalu se dosadido y':  y' >0 ........ rostouct

y' <0 ... klesajici

5) Urceni lokalnich extrémi podle velikosti y” ve stacionarnich bodech.

y"(x,)> 0 .....ve stacionarnim bodg je lokalni minimum

y"(x,) <0 ......ve stacionarnim bodg je lokalni maximum

6) Urceni inflexnich bodd, konvexnosti a konkavnosti.

inflexni bod ............... bod, ve kterém se funkce méni z konvexni na konkavni nebo naopak
y!! — O
konvexni funkce......... y">0

/

\/ —
konkavni funkce........ y <0
/N~
7) Urceni asymptot funkce.

a) asymptoty rovnobeézné s osou y
lim f (x) =0, pak pfimka X =X, je asymptota

X—)XO

X, ... bod nespojitosti

b) asymptoty rovnob&zné s osou x
limf (x) =a, pak pfimka y =a je asymptota
X—>00

¢) asymptoty smérnicového typu y =kx +q
za podminky, e lim f(x)= oo, plati k = 1im@ a q = lim[f(x)— kx|
X—>00 X—o X X—>00

8) Nacrtnuti grafu funkce do soustavy soutfadnic s vyuzitim zjisténych vlastnosti.
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prise¢ik sosoux: y=0=  x?>-2x+1 _

=0
1+x?
x> =2x+1=0
L 2% 22—4-1-1_21\/4—4_210_1
b 2-1 2 2
P1:[1;0]
prise¢ik s osouy: x =0= _02—2-0+1_0—0+1_1
140> 140
P, =[0;1]
funkce je spojita
2) (=xf =2(=x)+1 (-1f-x*+2x+1 x*+2x+1
f(—X)= > = > = 2
1+(~x) 1+(=1) -x? 1+x
f(—x);tf(x)
f(—x);t—f(x)
funkce neni ani suda, ani licha
D, (@x-240)1+x7)-(x* —2x +1)0+2x) _ (2x-2)1+x7)-2x(x> ~2x +1)
(l—i-xz)2 (1+x2)2
2420 -2-2%7 2% 44xP -2x _ 2x° -2 2 -1)
(1+x22 (1+X2)2 (1+X2)2
f:() 2_
s ) 2
(1+x?) (211 14241 4
2(x*~1)=0 . 1+(=1) 1+1 2
X —1=0 8, =[-1:2]
<=1 _P-2-141_1-2+41_0
X,, = I 7 1+1° 1+1 2
82:[1;0]
4) (—oo;—l) (—1;1) (l;oo)
, 2l(=2) -1 , 2022 -1
y: 2_ y:
(1+(_2)2)2 y,zz(ooz)lz) (1+22)2
,_2(4-1) * ,_2(4-1)
y (1+4) y,:2(0—12) y (1+4)
, s (1+0) s
y Y—E y,:—_z Y—E
y' >0 ’ 1 y' >0
rostouci =2 rostouci
y' <0
klesajici
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5, 2x*-2

yo X =2
(lJer)2

, (ax—0)1+x?) —(2x2 —2)- 201+ x2J0+2x)  4ax(1+x?) —(2x> —2)-4x(1+x?)

oo (1+x) ) (1+x) )

(e fax(ex?)-ax(2x® —2)] ax(ix)-dx(2x® —2) _dx+4x -8xP +8x | 12x —4x’ _

(1+X2)4 (1+X )3 (1+x )3 (1+xz)3

4x(3 x)
(1+X 3

2
y 1)(3 —1 ) _43 1) __8:—2:—1<O:10kélnimaximum

(1+( 1)2)3 B (1+1) 2

y'(1)= 4 1(3 I ) 46-1) _ 8 2 =1> 0 = lokalni minimum

(1+1 ) (1+1y 2°

6) y'=0= 4x(3-x’

(ox)
4x(3-x2)=0
X1—0:3 x;=0
:3 x
!i 3 =x,
oo i3) 30) ( 3) (3:00)
y,,:4—2)3—(—2)) y,,:4(—1)(3—(—1)) 4-1(3-12) y,,:4-213—22Q
1+(=2Ff 1+ (=17 f (1+ )3 (1+22
. —8(3-4) . —4(3-1) ye 4(3-1) , 8(3-4)
(T YTy (+ ) Y T4y
) , 8 , —8 ,_8 , -8
y y —E y —T y = 4 y _E
y"'>0 y"'<0 y">0 y"<0
konvexni funkce konkavni funkce | konvexni funkce | konkavni funkce
7) _x2—2x+1
Y= 1+x°
, ) 1 X2_21+L 2.1
lim X _2X2+1:1imx _2X2+1-X—2:1imxz x2 2X2:1im X X2:1—0+O:1
e R EE G N TS SO S 0+1
x’ X2+X2 X2+

rovnice asymptoty je y =1
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49. Aplikace extrémi funket v ulohdch

Vyuziti derivaci pfi feSeni slovnich tloh.

i

V roving jsou dany body A = [0;3] aB= [4;5]. Jaké musi mit bod M soufadnice, aby lezel na ose x a
souget [AM|+|BM] byl minimélni?

Mex=>M= [x;O]

y =|AM| +|BM|

|AM| = \/(XA - XM)2 +(YA —Ywm )2

|BM| :\/(XB _XM)2 +(YB _YM)2

Y= 0P+ 0F +flax + (50 Vx5 =

1 1

=X 49116 -8x+x7 +25 =4/x> +9 +/41-8x + x> =(x” + 9] + (41 -8x +x -

Derivace funkce:
D AP 1/, L
y =5(x +9)2-(2X+0)+5(x —8x+41)2-(2x—8+0)=

:2—X(x2+9)’%+l(x2—8x+41)’%-2(x—4): 4 2x-4) -
2 2 (x> +9)p  2(x*-8x+41)2

X x—4

= +
V249 A/x?—8x +41

Urceni stacionarnich bodu:
y'=0
-4
L z =0
Vx2 19 Jx2—8x+4l1

X __( x—4 ] ‘2
x2+9  (x?-8x+4l
x’ B 2 ()(—4)2
‘\/X2+9i2 (1) (\/x2—8x+41)Z
x’ _X2—8X+16
x*+9 x*-8x+41
x> (x> = 8x +41)=(x* —8x +16)(x> +9)
x* =8x’ +41x% =x* +9x% —8x’ - 72x +16x° + 144
x* —8x7 +41x% —x* —9x* +8x’ +72x —16x> —144 =0
16x” +72x —144=0 |4
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2x? +9x—18=0

—9-15 24
—9+/9*-4.2.(=18) —9+81+144 -9+.225 —9+15 4 4
Rt 2. - 4 T4 T 4 ( o%15 6 3
4 4 2
X, =—-0;x, =—
Druha derivace funkce — diikaz minima:
1 1
y'= X(X2 +9)_E +(x —4)();2 —8x+41)_5
B 1 3 1
y"zl-(x2+9)2+X-[—§j(x2+9)2-(2x+0)+(l—0)(x2—8x+41)2+
1 3
+(x—4)-(—§j( > _8x+41)2-(2x-8+0)=
2 3 3
S 1—2’2‘ (x> +9)2 + ! 1—(X_4)§2X_8)-(x2—8x+41)_2:
(x> +9) (x> —8x+41)
I D s 1 C2x-4)x-4) _
VP49 (x29) VX7 —-8x+41 2(x> —8x+41)
1 x* 1 (x—4) _

T 19 (19N 19 Ax —Sxedl (< —8x+41)J(x —Sxr4])
(xz +9)—X2 N (x2 —8x+41)—(x—4)2

(2 +9) Vit +9  (x*—8x+41)[ —8x+41)

L X49-x’ X’ -8x+4l-(x’ ~8x+16) _
(x> +9)Vx2+9 (x> —8x +41)-,/(x> —8x + 41)
_ 9 N x* —8x+41-x>+8x—16 _
(x> +9)-Vx+9 (x> —8x +41)-/(x> —8x + 41)

9 25

= +

(x> +9)Vx2+9  (x* —8x +41)-,/(x> —8x + 41)

y" >0 pro kazdé X = X, , jsou lokalni minima
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Urceni velikosti funk¢énich hodnot stacionarnich bodu:
y=\/x2 +9 +\/41—8X+X2

R DR N O N e R e e

SRR GRS NP ANCRNE 51 jfﬁzm

2

y(-6 )_\/( 6) +9+\/41 8-(=6)+(=6) =/36+9 +/41+48+36 =~/45 +4/125 =
:\/5-\/§+\/_-\/_=3\/_+5\/_=\/_(3+5)=8\/§

3
Minimalniho sou¢tu nabyva funkce v bodé¢ M = [E;O} .

Jaké budou rozméry rotacniho valce o maximalnim objemu vepsaného do koule o poloméru R?

objem valce ... V=7r’ - v

4 I
objem koule.... V =§1tR3 |
|

Vztah mezi polomérem valce a polomérem koule:

2
o
2

Funkce pro objem valce:

2 3
V=rn Rz—V— V=7[R2-V—TCV—
4 4

Ur€eni extrémnich hodnot z prvni derivace:
R = konst.

3

V =nR? -V—ﬂ:V—
4

2
V' =R’ -1—7I3L=7[R2 —inv2
4 4

V,:0:> 2 3 2

MR ——mv” =
4
nR? =%nv2 T
R*==v’
%Rz =v?
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Urceni poloméru podstavy valce:

2
23,

= RZ—(XJZ: RS ) Y MO - E TR | Y PO Y
2 2 3 2 6

2 [123 2 2 2
=\/R2_2 23 R? :\/Rz_ﬂR2 =\/R2—£R2 =\/3R _R_=\/2R =£.£.R:
6 36 36 3 3 3 3 43
V6
=—R
3

Dtikaz extrému pomoci druhé derivace:
3
2 2
V'=nR" - 2 v

V”:O_in.zvz—éﬂfvz_énv
4 4

V{%Rjz_zn&h_@mz_ﬁm

2 6 12 2
V”(—zf RJ <0

jedna se o lokalni minimum
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50. Neuv‘c‘:’ify' iV\i'egv*o'tl - mei'ocly integrace

NEURCITY INTEGRAL — PRIMITIVNI FUNKCE

Je ddina funkce f definovina na intervalu (a,b). Rikd se, e funkce F je primitivni

funkei f na intervalu (a,b), jestlize plati: F'(x)=f(x ) ¥x € (a,b).

Libovolna primitivni funkce F k funkci f na intervalu (a, b) se nazyvd neurcity integrdal

funkce f a oznacuje se J‘f (x)dx = F(x)+c.

Neur¢ité integraly elementarnich funkei:

=X
=c

y=x"

y:X_lz—
X

y =sinx

y = COsX

y = tgx

y = cotgx

y=¢

y=a'

y = Inx
1
cos’x
_ 1

sin’x

Pravidla pro pocitani s integraly:

Ic~f(x)dx = c~_[f(x)dx
TIF(s) ol = (i & ol

Integral linearni funkce J~ ¢ (ax N b)dx _ F(aX + b) teo
a

Nasobeni konstantou

Soucet a rozdil

n+l

X
7= n+l1
y =cXx
B Xn+l
n+l
y= ln|x|
y = —COSX
y =sinx
y= —1n|cosx|
y= 1n|sinx|
y=¢e'
p— ax
Ina
y= x(lnx — 1)
y=1gx
y = cotgx

xeR;neN
xeR;ceR

x>0neR;n=-1

xz0

xeR
xeR

X

X #Kkm
xeR

x>0;a>0

x>0

o (2k +1)n

2

X #km

) (2k +1)n
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Pr.:
5

J-X4dX=X?+C

8
S 8
J‘\/3 xsdx:J‘xgdx— 83 +c—x3 §+c—3\/_
3
-3

J‘X%dx:jx4dx:x—+c:—%+c

-3 3x
J-X X4 j(i—ijdx=.|. X—Z—i dx=J‘(x2~x_;—x-x_;]dx=J‘[x;—x;de=
Y N
+C=§x/x—5—§\/x—3+c

< 2 x x
e _lldx=f(ex) _11dx=f(e e ) [l et e
e - ¢ -

e’ -1
J-Z‘édx =2 +¢

METODY INTEGRACE

Substitu¢ni metoda:

jf x)dx{ } [ £(t)dt

Pr.:
l-x=t .
5 6
[=x)dc=| —dx =dt|= [’ (-1)de = ¢" dt——€+c——g(l—x) t+c
dx = —dt
e —1=t 1 3
- 2
J-e"\/ex—ldx: e*dx =dt :jexﬁd—zzj.ﬁdzjtzdt=%+c:§\/t_3+c:§\/(ex—1)3 +c
dt © =
dx = — 2
L c
Inx =t

In*x

jln—xdx J.lnxidX: %dx=dt :jti-xdt:jtdt:%m:

dx = xdt
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jsinsxdx = jsinx -sin*xdx = Isinx . (sinzx)2 dx = Isinx . (1 - cos2x)2 dx =

=jsinx-(1—t2)2 -(—1)§—t=—j(1—

cosx =t

—sinxdx =dt | =
dt
dx = ———
sinx |

4 ot tt
) dt=—[(1-2¢ +t4)dt:—[t—2?+?j+c—t+2?—?+c:

sinx
cos’x  cos’x
=—COSX +2 —
. cosx =t . q |
J“[g)(d)(zjsmX dx =| —sinxdx = dt :J‘Slnx-(—l) .t :—I—dt:—ln|t|+c:—1n|cosx|+c
COSX t Sinx
dt
dx =—
sinx |
3x-2=t q | | |
J‘cos(3x ~2)dx =|3dx =dt |= J‘cost?t = EJ‘costdt = gsint +c= Esin(ﬁ%x ~2)+c
dX=ﬂ
L 3
[8x* +27=t |
290 _ 1
S N I S T N N jldt—i Crate Lo
Jox +27) 2 dx = dt ﬁ 2 2y 24 24 1
dt 3
dx = 5
L 24x i
=L~33\/¥+c=i\3/8x3+27+c=l\3/8x3+27+c
24 24 8
| -2x+1=t . | | . .
j - 1d)(zjiafz"”dx: —2dx =dt =Iat'(——jdt=——Iatdt:——-a—+c:—a P
a™ 2 2 2 Ina 2lna
dt
dx =——
L 2
1-x* =t q
| X = | - 2xdx = dt :j3—x- L —tz—ljédt=—§J-ldt=—§1n|t|+c=—éln‘l—x2‘+c
1-x t 2)x 271 29t 2 2
dt
dx =——
2x
sinx =t
J-cosx-esmdx: cosxdx = dt :J.cosx-et ¢ :J.etdt:et+c:esm"+c
dt COSX
dx =
COSX |
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sinx =t

J‘sinzx .cos’xdx = jsinzx -cos’x - cosxdx = Isinzx . (1 —sinzx)- cosxdx = | cosxdx =dt | =

dx = dt
L CosX |
d 3 5 -3 .5
:J'tz.(l—tz).cosxcozx:J't2.(1_t2)dt:J'(tz_t4)(}t:t?_t?+—czsn;x_smsx+c
sinx =t
‘ dt
J‘cos3xdx = Icoszx-cosxdx = I(l —51n2x)-cosxdx =| cosxdx =dt | = I(l —tz)-cosx o
dx = dt
CosX |
:J.(l_tz)dt:t_ngCZsinx—Sin}X
, e +1=t .y 1
¢ “dx —dt | = (.9t Ly o
J‘ez"+1dX: Zz dx;tdt _.[ MR Itdt In[t| + ¢ = Inje’ +1‘+c
L X = eZX i
Metoda ,,per partes“:
ju'vdx:uv— I uv'dx
juv’dx =uv-— I u'vdx
PF.:

u=x V' =sinx
jx sinxdx = =—X-COSX — J-l -(~cosx )dx = —x - cosx + Icosxdx =
u'=1 v= I sinxdx = —cosx

= —X -COSX + Sinx + ¢
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[u=x V' =cos3x . ]
x=t dt 1 1 1
J‘X'COS3XdXZ u' =1 V=J-cos3xdx= 3dx =dt =jcost—t=—Icostdt=—sint+c=—sin3x+c -
dt 3 3 3 3
dx =—
L L 3 | ]
3x =t q
Esin?:x — jl -lsin3xdx = Esin?:x —l.[sin?:xdx =|3dx=dt|= isin3x —lj‘sint—t = isin3x —ljsintdt =
3 3 3 3 3 3 3 3 9
dt
dx =—
L 3

X . 1 X . 1
= —sin3x ——cost + ¢ = —sin3X ——cos3X + ¢
3 9 3 9
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51. U\réH'y’ in+e,9v~d| - uzit
URCITY INTEGRAL

Necht je funkce y =T (X) spojita v intervalu <a; b> )

a

b
Newton-Lebnitzova formule - I = j f(x )dx = [F(x)| = F(b)-F(a)

Pr.:

-1

r 3 2 2 3 2 3
J‘(Xz—x+5)dx:{x——x—+5x} :(2__2_4_5,2}_((_1) _
3 2 B 3 2 3

:§_i+10_—_1+l_(_5):§_2+10+l+l+5:16—12+60+2+3+3O:%:£
3 2 3 2 3 2 2
2
kd 3 T (T[]
2 2 B 2 5 2 2
j(x—sinx)dx: X——(—cosx) =2 +cosx| = 2 +cos— |- 0—+cosO |
) 2 . L2 . 2 2] (2 4

UZITI URCITEHO INTEGRALU

Vypocet obsahu plochy ohrani¢ené kiivkami:
¥ ¥
fizl

Fis)
' : 1glzh = |
\ b/ | L«

A~ H EREN =

Postup vypoétu:

1. naértnuti grafti funkci do soustavy soutfadnic a urCeni obrazce, jehoZ plocha se ma vypocitat
uréeni horni a dolni meze integralu jako x-ovych souradnic prisecikd funkci omezujicich plochu

2.
3. sestaveni funkce f(X) do urcitého integralu (funkce je dana rozdilem horni a dolni funkce omezujicich plochu)
4.

vypocet urcitého integralu
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Pr.:

Jaky bude obsah obrazce ohrani¢eného kiivkami y =sinx; y =cosxa x = Z ?

3 y:sinx} y=y
y=—m =

i 4 y = CcOSX sinX = cosx
1 /=cosx U

|
of = 3 _T

7 %_n x—4+kn

-1 ¥ meze: E;En
4 4

. o .3 T .
(sinx — cosx Jdx = [~ cosx —sinx|* =|—cos=m—sin=n |-| —cos— —sin— |=
7 4 4 4 4

_,;\;l'—,-b;‘l‘-"

x 22 V1

3 .3 T
=—COS—mT—Sm—m+cos—+sm—=———+ —_2—_
4 4 4 2 2 2 2 2

Vypocet objemu télesa rotujiciho kolem osy x:
¥ ¥
fizl

Postup vypoétu:

1. nacrtnuti grafi funkci do soustavy soufadnic a uréeni obrazce rotujiciho kolem osy x

2. urceni horni a dolni meze integralu jako x-ovych soutadnic prasecikii funkei omezujicich plochu

3. sestaveni funkci uréujicich nalezeny obrazec (je-li obrazec tvofen né€kolika funkcemi, rozdéluje se pak na

nekolik jednodussich téles tvorenych jednou funkei)
4. urceni objemu vzniklého télesa jako rozdilu objemtl téles vzniklych rotaci horni a dolni kiivky ohranic¢ujici

obrazec
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Pr.:

Jaky bude objem télesa, které vznikne rotaci obrazce kolem osy x ohrani¢eného kiivkami y =2xay = 2x*?

v y=2x }j y=y
y =2x" 2x =2x°
¥ = 2% 1=2_X2
2x
y =2x’ l1=x
meze: 0; 1

—_ - —_———— = =

V = ni[(Zx)z —(2x2)2]dx =n-j[4x2 —4x* fix = n~{4%3—4’ﬂ1 =R.H4§_4£j_(4£—4ﬁﬂ _

) . 5 305

=T i—i—O—O = 20—12n:§n
15 15

Vypocet délky oblouku rovinné kiivky:

¥
izl b
2 o 12
s=|+/1+y""dx
T s= [y
o I
I by
0 =& e

180 IGMEN



59, Posloupnos’r — vlastnosti, limita poslou\pnos’ri

POSLOUPNOSTI

KaZda funkce, jejimZ definicnim oborem je mnoZina vSech p¥irozenych Cisel N se
nazyvd nekonecnd posloupnost.

KaZda funkce, jejimz definicnim oborem je mnoZina vSech piirozenych Cisel n<n,

kde n je pevné dané Cislo z mnoZiny N, se nazyva konecnda posloupnost.

Typy zadani posloupnosti:
1. vyétem prvki
2:5:8:11;14;17;20;23;...
2. vzorcem pro n-ty ¢len
a,=3n—-1;neN
{311 - 1}::1

3. rekurentné — je zadan jeden ¢len posloupnosti (vétSinou prvni) a piedpis, jak se z pfedchazejiciho ¢lenu
dostane nasledujici

a,=2a,, =a, +3
P¥.:
@  3:456,7.8; a, =n+2 a, =3a, =a, +1
@  2;6;12;20; a, =n(n+1) a,=2:a, =a, +2n+2
© l§g;i§i;--- a, =— a, =l;an+1 =
2374’5 n+1 2 a,(n+2)
Graf posloupnosti:
Pi.:
a:If'l.
7 T
1
41 iy T —
0,75 n
0,5] T, n
4 2z
0,25 _|E4
| | | |
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Vlastnosti posloupnosti:

rostouci a,,>a; ;neN
klesajici a,, <a;;neN
neklesajici a,,=za; ;neN
nerostouci a,,, <a;;neN

shora omezena  existuje takové realné ¢isloh, ze a, <h;ne N

zdola omezena  existuje takové realné ¢islod, ze a, >d;ne N
omezena je omezena shora i zdola

LIMITA POSLOUPNOSTI

Riki se, %e posloupnost {an }::1 Jje
konvergentni, pravé kdy? existuje redlné Cislo
a takové, Ze plati:

lima, =L < ¥¢;, >03n, e N;

n—ow

¥nz=n,:a, e(L—s;L+8)

| . | , , , Posloupnosti, které nejsou konvergentni se
0 o2 3 4 5 § n nazyvaji divergentni,

Véty:

1. Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

2. Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

3. Necht posloupnosti {a, }:10=1 a {bn}:=1 maji limity lima, =a a limb, =b.
n—oo

n—oo

lim(a, +b, )=1lima, +limb =a+b
lim(a, -b, )=lima,-limb, =a-b
lim(c-a,)=c-lima, =c-a;ce R

lima,&
lim—t=22—=—:b #0,b#0
n>=b  limb, b

n—o

4. Kazda geometricka posloupnost {an }::1 pro jejiz kvocient plati, ze |q| <l;qe (— 1; 1) ma limitu rovnu 0.

liml=0

n—oo n

2 0
n n=l
1

limizlimS-l:&lim—:S-O:O

n—wo 1 n—o n n—o0 N
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53. Aritmetickd posloupnos’r

a, =a, +(n-1)d
1

Posloupnost {an}:o: ( )d
v TR v . a =a_+(r—s
kdy? existuje takové redlné Cislo d, Ze pro vSechna r s

se nazyvd aritmetickd pravé tehdy,

oy P . _ n
pFirozend Cisla n plati: a ,, =a_+d. s, = _(a1 + an)
2

d ... diference aritmetické posloupnosti
Sp ... soucet prvnich n-¢lend posloupnosti

PF.:

(@  Jaké hodnoty bude mit prvnich 6 ¢lenti ®  Jaky bude 1. ¢len a diference posloupnosti?
aritmetické posloupnosti? a,+a, =32
a,=-1;d=3 a,+a, =36

a,+d+a, +5d=32

=1
o a, +3d+a, +4d=36
a,=-1+(2-1)-3=-1+3=2
a,=—1+(3-1)-3=-1+6=5 2a, +6d=32=a, _3276d 1634
a,=—1+(4-1)-3=-1+9=8 2 +7d =36
1

a,=—1+(5-1)-3=-1+12=11 —

2(16-3d)+7d =36
a,=—1+(6-1)-3=-1+15=14

32-6d+7d=36

d=36-32

d=4

a,=16-3-4=16-12=4
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54, Geometrickd posloupnos’r

Posloupnost {an }:0: se nazyvd geometrickd pravé tehdy,

1
kdy? existuje takové redlné Cislo q, Ze pro vSechna
piirozend Cislan plati: a ., =a_ -(.

a, =a,-
_ r—s
a =a,
n
-1
Sn =al‘q
q-1

q ... kvocient geometrické posloupnosti
Sp -.. soucet prvnich n-¢lend posloupnosti

Pi.:
Jaké hodnoty bude mit prvnich 5 ¢lenti geometrické posloupnosti?
1
=—d g=—
4 q 5
a, =—4
-1 1
3.2:|—4|- l :|—4|- l :|—4| l:—i:—z
2 2 2 2
31 2
a; =—4 l =|—41I l =|—4]| l=_i=_1
2 2 4 4
4-1 3
2 2 8 8 2
5-1 4
aj:|—4|. l =|—=4] l :|—4|.l:_i:_l
2 2 16 16 4
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55. Nekone&nd geome’rricko’x “ada

Necht’ je ddna posloupnost {an }:0:1 . Vyraz, ktery obsahuje jeji ¢leny a md tvar
a,+a, +a,+... se nazgyvd nekonecnd fada. Cleny a, +a, +a, +... se nagpvaji éleny

nekonecné rady.

Jestlize je dand posloupnost geometrickd, pak se prisluSnd iada nazyva nekonecnd
geometrickd Fada: a, +a,-q+a,-q° +a,-q +...

Nekonecnd geometrickd Fada je konvergentni pravé tehdy, jestliZe |q| <1. Vopaéném
Diipadé je Fada divergentni.

Je-li nekonecna geometrickd iada konvergentni, pak lze secist a soucet je ddan vitahem

Pi.:
Jestlize je dana geometricka fada konvergentni, jaky bude jeji soucet?

© 1+l+l+l+...
2 4 8
1
a2=a1-q:q=a—2=l=l:>qe(—l;l)
a, 1 2

dana geometricka fada je konvergentni

a, 1 1 2

=1 - —-_=1.==2
I-q 1_1 1
2 2
® OO(_l)n
n=l
az=al-q:q=2—2=%1=—1:>qe(—1;1)
1

dana geometricka tada je divergentni
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56. Variace, permutace, kombinace

FAKTORIAL CiSLA
n'=1.2-3-4.5-...-(n-2)-(n—1)-n

Pi.:

21=1-2=2

31=1.2.3=213=6
4!1=1-2-3-4=213-4=3114=24
51=1-2-3-4.5=213-4.5=314.5=415=120
1 1 _1.4-1 3 3 1

1
3141 41 4 4.3.20 4.21 8
8! 8.7-6-5! 8.7-6 8-7-6

— = = =8-7=356
5131 5131 3! 6
n! n'
n(n-1)
(2n+1) (2n +1)-2n-(2n-1) _ 2n(2n+1)
(2n-1) (2n—1)
KOMBINATORIKA

Variace bez opakovani:

Variace k-té tiidy z n prvku je usporddand k-tice sestavena 7 téchto prvki tak, Ze kazdy
prvek se v ni vyskytuje nejvySe jednou.

Permutace bez opakovani:

Permutace z n prvkii je kaZda variace n-té ti'idy z téchto prvkii bez opakovani.

(n)— n! n! n!

- (n—n)! 0' 1

P(n): V,

n

Kombinace bez opakovani:

Kombinace k-té tiidy 7 n prvkit bez opakovani je neuspoiddand k-tice sestavend z téchto
prvkii tak, Ze kaZdy se v ni vyskytuje nejvice jednou.

0w
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SE:

Kolika zptisoby lze na Sachovnici 8x8 vybrat:

a) trojici policek

b) trojici polic¢ek nelezicich v témze sloupci

c¢) trojici poli¢ek nelezicich v témze sloupci ani v téze fadé
d) trojici policek, ktera nejsou vSechna téze barvy

641 641
C;(8-8)=C,(64)= = = 41664

D G(8-8)=C,(64) 31(64-3) 361!

b) 8-C,(8)=8 81 _g. 8 _g.56-448

R TS R T

existuje 448 trojic policek, kterd lezi v témze sloupci

41664 -448 =41216
c) 2-8-(:3(8)=16-L:16-ﬁ=16-56:896

31(8-3) 315!

existuje 896 trojic policek, ktera nelezi v témze sloupci ani v téze fadé

41664 —896 = 40768
d 2-C,(32)=2- 320, 32

31(32-3) 3129

existuje 9920 trojic policek, ktera jsou v§ehna bila nebo vSechna ¢erna
41664 -9920 =31744

=2-4960=9920

Kolika zptisoby je mozno ze 7 muzii a 4 Zen vybrat 6-¢lennou skupinu, v niz jsou praveé 2 zeny?
7! 4! 704! 7!

C,(7)-C.(4)= 4(7-4) 21(4=2) 4131 2121 312121 210

K sestaveni vlajky, ktera ma byt slozena ze tfi riznobarevnych vodorovnych pruht, jsou k dispozici barvy
bila, ¢ervena, zelena, modra a zluta.

a) Kolik vlajek se mlize z téchto barev sestavit?

b) Kolik vlajek sestavenych z téchto barev ma modry pruh uprostied?

Zalezi na potadi barev.
5! 5!
V§)=r——x===

9 Vi) (5-3) 2!

b) S modrym pruhem uprostied se vybira pouze ze 4 barev pro dva pruhy.

41 4

Kolik riznych ptirozenych ¢isel l1ze sestavit z cifer 1, 2, 3, 4, 5, jestlize se cifry v Cisle neopakuji?
P(5)=5!=120
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Variace s opakovanim:

Variace k-té tiidy 7 n prvkit s opakovdanim je uspordadand k-tice sestavend z téchto prvkii
tak, Ze kaZdy prvek se v ni vyskytuje nejvyse k-krat.

Vi(n)=n*

Permutace s opakovanim:

Permutace s opakovanim z n prvkii je k-tice uspoiddand z téchto prvki tak, Ze kaZdy se
v ni vyskytuje aspoii jednou.
(k, +k, +k, +...+k, )

Plksks ks, )= O N

Kombinace s opakovanim:

Kombinace k-té tiidy zn prvkii s opakovdni je kaZdd neuspoiddand k-tice sestavend
z téchto prvkii tak, Ze kaZdy se v ni vyskytuje nejvyse k-krit.

CL(H):(n+k-1J_(n+k_1)!

k ) k!(n-1)

©

Kolik ptirozenych Ctytcifernych Cisel je mozné sestavit z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7?
a) Kolik z nich bude sudych?
b) Kolik z nich bude lichych?

V;(7)=7* = 2401

a) Suda cisla mohou mit na konci pouze 2, 4 a 6, takZe se pocitaji moznosti jen pro prvni 3 mista a
vysledny pocet se nasobi 3.
3-V{(7)=3-7" =1029

b) Licha ¢isla mohou mit na konci pouze 1, 3, 5 a 7, takze se pocitaji moznosti jen pro prvni 3 mista a
vysledny pocet se nasobi 4.

4-Vi(7)=4-7" =1372
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®  Kolik ptirozenych péticifernych ¢isel lze sestavit z ¢islic 5 a 7, ma-li byt v kazdém z nich &islo 5:
a) 3-krat
b) nejvyse 3-krat
c) alespon 3-krat

a) 3x...52x..7= P'(3;2)= B+2)_ st _
3120 3121
b) 3x..5,2x...7= P/(3;2)= (B2} _ 5! _
320 3121
2x...5,3x...7=> P’(2;3): (2+3)! =i =
2131 213!
1x...5,4x...7= P'(1;4)= (L+4) _ ot
14! 114!
0x...5, 5x...7 = P'(0;5) = ((:;55')! - % _
Cisel lze sestavit 26 (soudet Véécﬁ V}'/slec'ln};fch hodnot).
¢) 3x...5,2x...7= P'(3;2):M :i =
320 3121
4x..5,1x...7= P'(4;1)= (4+1) _ o
4110 411
5x...5,0x...7= P'(5;0)= (5+0) _ 3
5L0!0 510!

Cisel Ize sestavit 16 (soudet viech vyslednych hodnot).

®  Jaky je pocet kvadri, jejichz velikosti hran jsou pfirozena ¢isla nejvyse rovna deseti?

cey (10431 (12 121 12!
C3(10)_[ 3 ]_(3}3!(10—1)!_3!-9!_220
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57. Kombina&ni &islo - viastnost, rovnice s kombina&nimi

Cis ly
KOMBINACNI CISLO

Wt

Vlastnosti a hodnoty kombinacnich ¢isel:

[ )

ol a5
[ s

42
7

PASCALUV TROJUHELNIK

0
1. tadek n=0

2. tadek n=1

3. fadek

4. tadek n=3

(k+1).fadek n=k
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BINOMICKA VETA

P T e O B BB B I e P S el IR
0 1 2 n—1 n
PF.
4 4 4 4
(a+b)’ a’-b' 4| [-at-bP+| _[-at-bP 4| |-a’-bt=
2 3 4

1+4-a° b1+6 a’-b’+4-a'-b>+1-1-b* =a* +4a’b+ 6a’b? + 4ab’ +b*

oo ] (o o (e or
+[5j-1 (- m)’ +(6j-11 -(—m)6+6j-1° (=m) =1-1147-1-(=m)+21-1-m> +35-1-(-m* )+

+35-1-m* +21-1-(-m® )+ 7-1-m® +1-1-(cm" )= 1= Tm+ 21m* = 35m> +35m* —21m* + Tm® —m’

o
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58. Pravd&podobnost

NAHODNE POKUSY
Vysledky ndahodnych pokusii zavisi nejen na piedepsanych podminkdch, ale také na

nahode.

Mnozina mozZnych vysledki pokusii:

Q Predpoklada se, Zze u kazdého nahodného pokusu je mozno predem urcit vSechny mozné vysledky, které se
navzajem vylucuji (nastane jeden, nemtiZze nastat druhy) a Ze jeden z nich nastane vzdy.

Nahodné jevy:

Jev je podmnoZinou mnoZiny moznych vysledkii pokusii.

Nahodny jev — vysledek ndhodného pokusu

Elementarni jev — vysledek pokusu, ktery nelze v dané situaci dale rozd¢lit
NemoZny jev (J)— jev, ktery nikdy nenastane

Jisty jev (QQ)— jev, ktery nastane vzdy

Vztahy mezi jevy:

weA vysledek o je pfiznivy jevu A
AcB jev A je podjevem jevu B
A=B jevy A a B jsou si rovny
A=B AcBABCA
AUB nastava prave tehdy, nastane-li alespon jeden z jevii A, B a nazyva se sjednoceni jeva A, B
ANB nastava prave tehdy, nastanou-li oba jevy A, B — prunik jevi A, B
ANB=Y jevy A, B se navzdjem vylucuji (neslucitelné, disjunktni jevy)
A’ nastava, jestlize jev A nenastane (jev opacny k jevu A — dopliikovy)

PRAVDEPODOBNOST NAHODNEHO JEVU

Pokud jde o takovy nahodny pokus, u néhoz jsou vysledky stejné mozné, je jich konecny
pocet a vidjemné se vylucuji, potom se Ciselnd hodnota pravdépodobnosti jevu A urci

m
podle vzorce P(A) =—, kde m je pocet vSech priznivych vysledkii jevu A a n je pocet
n

v§ech moznych vysledkii.

Pi.:

V loterii je 5000 lost, z nichz 100 je vitéznych. Jaka je pravdépodobnost, Ze zakoupeny los je vité¢zny?
100 1

P(A)=—"=

= =—=0,02=2%
5000 50
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STATISTICKA PRAVDEPODOBNOST

Je zalozena na relativni Cetnosti.

Relativni Cetnost p(A) - podil poctu pokust, ve kterych jev A nastal a celkového poctu provedenych pokusti.

n(A)
A)=
(n)="0
n(A) .... absolutni Cetnost
N, pocet nahodnych pokust

Pf.:
Jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvéma kostkami padne soucet roven 5?

Existuji 4 pfiznivé moznosti, kdy 2 kostky daji soucet 5. Pocet vS§ech moznych vysledk se urci pouzitim variace s

opakovanim.

4 4 4 1
A)= S A A F T
() Vi) 6 36 9

PODMINENA PRAVDEPODOBNOST A PRAVDEPODOBNOST PRUNIKU

Dva jevy jsou nezavisleé, jestliZe pravdépodobnost jednoho jevu nezdavisi na nastoupeni
jevu druhého.

1. n(ANB) P(ANB)
Ps) = o0 ° e
y_n(ANB) _P(ANB
POA="1A) = P(a)

Pravdépodobnost priniku:
Z4vislé jevy ........... P(ANB)=P(A)-P(3;)=P(B)-P(44)
nezavislé jevy ...... (AN B)=P(A)-P(B)

Pr.:
4

Pravdépodobnost, ze hra¢ vytahne z balicku 32 karet eso je P(A) = 5 = g . Je-li tazena karta eso a vytahne-li hrac

3
dalsi kartu, pak pravdépodobnost, Ze tazena karta je op¢t eso je P(%) = E . Vytahne-li hra¢ z uvedeného balicku

3

=0,012=1,2%.
31

karet dvé karty, pak pravdépodobnost, Zze to budou dvé esa je P = P(A)- P(%) =

0 | =
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PRAVDEPODOBNOST SJEDNOCENI
A, B — disjunktni jevy
P(AUB)=P(A)+P(B)
A, B —nejsou disjunktni jevy
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

E:

A — na kostce padne sudé¢ Cislo
B — na kostce padne liché Cislo

Jevy se navzajem vylucuji.
P(AUB)= P(A)+P(B):%+% =1

® A —nakostce padne sudé Cislo
B — na kostce padne ¢islo 6

Jevy se navzajem nevylucuji, protoze 6 je sudé Cislo.

1
2 P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=

N | =
+
N =
|~
Il
N | =

BINOMICKE ROZDEL,ENi PRAV})EPO]?OBNOSTI
(BERNOULLIHO SCHEMA, NEZAVISLE POKUSY)

Nahodné pokusy jsou povazovany za nezavislé, jestlize pravdépodobnost vysledku kteréhokoli pokusu nezavisi
na vysledcich ostatnich pokusd.

Bernoulliho vzorec:

P(A) =D e jev nastane

P(x)= (nj Pt gt P(K): (o [P jev nenastane
X S W podet pokusti
X trevrrerreereennes pocet pokusu, pii kterych jev nastane
Pr.:

Jaka je pravdépodobnost, Ze pii opakovani 5 hodl hraci kostkou za sebou padne Sestka prave tiikrat?

: : . 1 : .
Protoze pravdépodobnost jevu A: ,,padne Sestka‘“ je stale stejna: p = g , mize se dosadit do Bernoulliho vzorce

5 3 5-3
n=5%k=3:P3)= (lj (fj 10— 003215
3)\6) (6 216 36
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59. Statistika

Statistika zkouma spolecenské, prirodni a technické jevy vzdy na dostatecné velkém souboru piipada (hleda ty
vlastnosti, které se projevuji teprve v souboru pfipadl, ne jednotlive).

Statisticky soubor — mnozina osob, véci, udalosti, casovych obdobi apod. Jeho prvky nazyvame statistické
jednotky.
Rozsah statistického souboru (n) — pocet jednotek v souboru.

Statistické jednotky se vzdy vysetfuji z hlediska zvoleného znaku. U kazdé jednotky se zjist'uji a zaznamenavaji
hodnoty znaku (hodnoty znaku jsou navzajem neslucitelné).

Znaky:

vvvvv

kvalitativni

Tabulka rozdéleni ¢etnosti:

Cetnost hodnoty znaku (n,) —udava, kolikrat se hodnota znaku vyskytuje v celém souboru

r v n
Relativni ¢etnost — —-

n
Pr.:
Tabulka zndmek ze Ctvrtletni prace.
znamka Cetnost - n; relativni Cetnost
n =6 1 6 0,3529
n, = 2 7 0,4118
n,=3 3 3 0,1765
n, = 4 1 0,0588
n,=0 5 0 0,0000
celkové 17 1,0000

Znaky se také mohou zadat pomoci intervall. Potom se jako konkrétni udaj pro dal$i vypocty berou stredy
jednotlivych intervald.

Vhodny pocet intervalti uréuje Sturgesovo pravidlo: k =1+3,3logn

Pi.:
Tabulka udavajici vysku postavy.
vyska . stfed cetnost - n,
intervalu '
173 =177 175 5
178 — 182 180 6
183 — 187 185 3
188 — 192 190 3
celkove 17
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GRAFICKE ZNAZORNENI ROZDELENI CETNOSTI
Spojnicovy diagram (polygon €etnosti): n;

Ziskava se spojenim bodt, jejichz 1. souradnice je hodnota znaku a 2.
soufadnice je odpovidajici Cetnost.

Sloupkovy diagram (histogram): n;

Pouziva se nejCastéji, jsou-li hodnoty znaku zadany pomoci intervald.
Tyto intervaly tvoii zakladny sloupkt a ¢etnosti udavaji vysku.

Kruhovy diagram:

Znazornuje se jim rozdéleni Cetnosti kvalitativniho znaku, kde riznym
hodnotam znaku odpovidaji kruhové vysece, jejichz plo$né obsahy jsou
umérné cetnostem.
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CHARAKTERISTIKA POLOHY

Nejstrucngjsi informace o daném souboru. Udava jediné Cislo, které charakterizuje polohu znaku na Ciselné ose.

Aritmeticky primér x:
vazeny tvar

prosty tvar (pro soubor, ktery je zadan tabulkou rozdéleni Cetnosti)

n T
>x S5
Lo XX XX, G Lo XM Xy X et X 0,

n n n n

Harmonicky priamér x, :

Pouziva se, jsou-li hodnoty znaku nerovnomérné rozlozeny kolem aritmetického priméru, nebo kdyz jsou
hodnoty extrémé nizké ¢i vysoké.

Harmonicky primér z nenulovych hodnot statistického souboru je definovan jako podil rozsahu souboru a
souctu prevracenych hodnot znakd.
vazeny tvar

rosty tvar . , o .
prosty (pro soubor, ktery je zadan tabulkou rozdéleni Cetnosti)

— n — n
i=1 X i-1 X

Geometricky primér X, :

vaZeny tvar
(pro soubor, ktery je zadan tabulkou rozdéleni Cetnosti)

= . e X _ seeee __ n n n, nl'
Xg—%/XI X, X3 X, Xg_r{/XII'Xzz'X; ..... X

prosty tvar

Modus znaku mod(x):

Je to hodnota znaku x s nejvétsi Cetnosti.

Medi4n znaku med(x):

Je to prostfedni hodnota znaku, jsou-li hodnoty uspotadany podle velikosti.

n je liché ¢islo = med(x) =X

n+t
2
X, +X,
. o, E 54—1
n je sudé &islo = med(x) = —
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CHARAKTERISTIKA VARIABILITY

Primérna ¢tvercova odchylka od aritmetického priméru — rozptyl si :
vazeny tvar
(pro soubor, ktery je zadan tabulkou rozdéleni Cetnosti)

X, > (s —xf on

2 =l 2 _ =l
n n

prosty tvar

Primérna absolutni odchylka d:
vazeny tvar
(pro soubor, ktery je zadan tabulkou rozdéleni Cetnosti)

n T

_ in—g\ 3
d = izl d = izl
n n

prosty tvar

xi—x‘-ni

Smérodatna odchylka s_ :

Varia¢ni koeficient v _:

Je to podil smérodatné odchylky a aritmetického priméru a pouziva se pro srovnani variability dvou nebo vice
soubort v riznych méficich jednotkach nebo v riznych urovnich.
S

vV, ==

X hr—a

X

Variac¢ni rozpéti R:

Doplnkova charakteristika variability.
R = Xmax - Xmin
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Pr.:

Pii méfeni vysky 100 stromku byly zjistény tyto hodnoty: 130, 132, 137, 139, 139, 139, 142, 143, 146, 146,
147, 147, 148, 149, 150, 150, 150, 153, 153, 156, 157, 158, 159, 159, 159, 159, 162, 162, 164, 166, 166, 166, 167,
169, 169, 169, 169, 170, 170, 171, 172, 172, 172, 173, 173, 174, 175, 176, 176, 176, 177, 177, 178, 179, 180, 180,
181, 181, 181, 182, 183, 184, 184, 185, 186, 187, 187, 187, 190, 192, 192, 193, 194, 194, 194, 195, 195, 195, 196,
197, 198, 198, 200, 201, 201, 201, 202, 202, 203, 204, 206, 206, 209, 209, 209, 214, 216, 219, 219, 219.

n=100
k=1+3,31ogl00=7,6=8

" relativni - — -
vySka=x; [ n, X, —X ‘xi -x| Ix,—x
cetnost

128-139~133,5| 6 0,06 —-42,84 42,84 1835,27
140-151~145,5 | 11 0,11 -30,84 30,84 951,11
152-163~157,5 | 11 0,11 -18,84 18,84 354,95
164-175~169,5 | 19 0,19 -6,84 6,84 46,79
176 -187~181,5 | 21 0,21 5,16 5,16 26,63
188-199~193,5 | 14 0,14 17,16 17,16 294,47
200-211~205,5 | 13 0,13 29,16 29,16 850,31
212-223~217,5| 5 0,05 41,16 41,16 1694,15

mod(x)=181,5
Xs + X5,  181,5+181,5

med(x )= = =181.5
2 2
8 —
> (x, -xJ -n,
§? = & = 504,74
100
8 —
C Yki-x|,
d=1 18,67
100
S, =% =~/504,74 = 22,47
v =32 24T 1994
x 176,34
Xmax = 223
X =128

199 IGMEN



60. D&kazy v matematice

LOGICKA VYSTAVBA MATEMATIKY

Axiony (postulaty) — vychozi matematické vyroky, které se prohlasi za pravdivé bez dokazovani.
Definice — zavadi nové matematické pojmy pomoci pojmi jiz definovanych.

Véta:
Pravdivy matematicky vyrok, ktery se da odvodit pomoci logiky na zdklad¢ axionti, definic a dfive dokazanych vét.

tvar véty: P=T
P ... pfedpoklad
T ... tvrzeni

obménéna véta..... =T = —P
obracena véta ...... T = P (nemusi byt vzdy vétou)
negace véty........... PA-T

Kvantifikatory:

¥ ... obecny kvantifikator
3 ... existen¢ni kvantifikator Pfi negaci véty se ¥ ménina 3 a naopak.

DUKAZY MATEMATICKYCH VET
Piimy diikaz:
P=T

D! P=>TT,=1T,T, =T,;..T, =TT, =T

¥ - vyrok

1) nalézt vyrok A, ktery plati
2) dokazat A =V
3) plati vyrok V
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Pr.:

Ukolem je dokazat, Ze plati nasledujici vyroky.

®  ProvsechnaneN plati, ze vyraz n’ +2n je délitelny 3.
Vsechna pfirozena ¢isla mohou byt rozdélena do ti skupin: 3k;3k +1;3k +2.
n =3k n®+2n = (3k)’ +2-3k =27k + 6k = 3(9k* + 2k

n=3k+lI n’ +2n=03k+1) +2-(3k +1)=27k> +27k* + 9k + 1+ 6k + 2 =
= 27k* +27k% +15k +3 =3(9k* + 9k > + 3k +1)

n=3k+2 n’ +2n=(3k+2) +2-(3k +2)=27k’ + 54k* + 36k + 8+ 6k + 4 =
= 27K + 54K* + 42k +12 = 3(9k* +18k> + 14k + 4)
@ Soucin dvou za sebou jdoucich ¢isel je délitelny 2.

Soucin dvou za sebou jdoucich ¢isel: n(n + 1)

V3echna pfirozena ¢isla mohou byt rozdélena do dvou skupin: 2k;2k +1.

n =2k n(n+1)=2k(2k +1) = 4k* + 2k = 2(2k> +k)

n=2k+1  n(n+1)=0k+1)2k+1+1)=(2k +1)2k +2)=
= 4K? + 4k + 2k +2 = 4k” + 6k +2 = 2(2k> + 3k +1)

Nepiimy dukaz:

Misto véty v podminkovém tvaru P = T se ptimo dokaze véta obménéna.

Pr.:
Ukolem je neptimo dokazat, Ze plati nasledujici vyroky.
®  Jestlize n* +1 je délitelné 5, pak n neni délitelné 5.

Véta obmeénéna: Jestlize n je délitelné 5, pak n’ +1 neni délitelné 5.
n=5k  n?41=(5kf +1=25k+1=5(5k>)+1
vyraz neni délitelny 5

@  Jestlize n* je sudé, pak n je sudé.

Véta obménéna: Jestlize n je liché, pak n” je liché.
n=2k+1  n?=(2k+1) =4Kk>+ 4k +1=2(2k> + 2k )+1
vyraz je lichy

201 IGMEN



Diikaz sporem:

Predpoklada se, ze dana véta P = T neplati, a tudiz plati jeji negace: —|(P = T) =PA-T.

(PA-T)=2;:2,=2,,..2, = Z

Pr.:

a+b
Pro vSechna kladna reélna ¢isla a, b plati: >+/ab

a+
Negace véty: Pro vechna kladna realna ¢isla a,b plati:

a+b<\/E ‘2

2
(a+b)

<ab |-4

(a+b) <4ab

a’ +2ab+b’ < 4ab
a’+2ab+b’ —4ab<
a’—2ab+b’> <0
(a-b) <0

toto neni pravda — spor

2

b Jab

0

Dikaz matematickou
¥neN,: V(n)

I. zaklad indukce
II. induk¢ni krok

Zaveér

indukeci:

Véta se dokaze pro prvni nejmensi prvek dané mnoziny N .

Indukéni predpoklad — predpoklada se, ze véta plati pro prirozené ¢islo k.

Pomoci tohoto indukéniho piedpokladu se dokaze, ze véta plati i pro Cislo (k + 1).

Plati-li véta pro nejmensi ptirozené ¢islo a, pak se ve druhém kroku voli k =a a dokaze se,
Ze to plati i pro (k + 1) . Opakovanim 2. kroku se dokaze, Ze to plati pro kazdé n z mnoziny

N

a”
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VneN:1?’+22+3>+...4+n’ =

IL.

) n(n + 1)(2n + 1)
6

n=1

o n(n+1)(2n+1)
6

12:1-(1+1)(2-1+1)
6

1:1-2-3
6

1=

—

1=

predpoklad: n =k
242?437 4er ki k(k +1)2k +1)

6

n=k+1

P (k +1)k+2)2k +3)
k+1)k+ 2)(21? +3)
6

k(k +1)2k +1)+6(k+1)  (k+1)k+2)2k+3)

6 6

-[k(2k+1)+6(k+1)]:%-(k+2)(2k+3)

P +22 43+ k2 +(k+1

k(k+12(2k+1)+(k+1)2:(

=~
+

—~(2k2+k+6k+6):%-(k+2)(2k+3)

~(2k2+7k+6)=%~(k+2)(2k+3)

2.2 4 4 4 <—7+1_ 6 3

-7-1_ 8
{k 74T 426 —7+49-48 -7+l —Txl, T4 T g7 2
12— -

_.(k+z).z(k+§j:_.(k+z)(zk+3)

—_

k+

~(k+2)-(2k+3):T-(k+2)(2k+3)

203

IGMEN



	Maturitní témata z matematiky
	1. Výroková logika
	Základní logické spojky
	Kvantifikované výroky

	2. Množiny – operace, intervaly
	Absolutní hodnota reálného čísla
	Intervaly

	3. Algebraické výrazy – práce s mnohočleny, algebraické vzorce
	Mnohočleny
	Algebraické rovnice

	4. Lomené výrazy
	5. Mocniny a odmocniny
	Mocniny
	Odmocniny

	6. Lineární funkce, lineární rovnice
	Lineární funkce
	Lineární rovnice

	7. Lineární rovnice s parametrem, s absolutní hodnotou
	Lineární rovnice s parametrem
	Lineární rovnice s absolutní hodnotou

	8. Soustava lineárních rovnic
	2 rovnice o 2 neznámých
	Frobeniova věta
	Cramerova metoda
	3 rovnice o 3 neznámých

	9. Lineární nerovnice, soustava lineárních nerovnic o jedné neznámé
	Lineární nerovnice
	Soustava lineárních nerovnic o jedné neznámé

	10. Maticový počet, operace s maticemi, hodnost, determinant
	Typy matic
	Operace s maticemi
	Hodnost matice
	Determinanty

	11. Kvadratické funkce
	12. Kvadratické rovnice – metody řešení
	Kvadratické rovnice s absolutní hodnotou

	13. Kvadratické nerovnice
	Kvadratické nerovnice s absolutní hodnotou

	14. Iracionální rovnice
	15. Shodná zobrazení – konstrukční úlohy
	Shodnost trojúhelníku

	16. Podobná zobrazení – konstrukční úlohy
	Podobnost trojúhelníku
	Stejnolehlost

	17. Pythagorova a Eukleidovy věty – konstrukční úlohy
	Eukleidova věta o výšce
	Eukleidova věta o odvěsně
	Pythagorova věta

	18. Obvody a obsahy rovinných obrazců
	19. Polohové a metrické vztahy základních geometrických útvarů
	Stereometrie
	Polohové vztahy
	Řezy
	Průsečnice rovin
	Metrické vztahy

	20. Povrchy a objemy těles
	21. Goniometrické funkce
	Orientovaný úhel
	Definice goniometrických funkcí
	Hodnoty goniometrických funkcí základních úhlů pomocí úhlu ostrého
	Určení goniometrických funkcí libovolného orientovaného úhlu
	Grafy goniometrických funkcí
	Vlastnosti goniometrických funkcí
	Harmonická funkce

	22. Řešení pravoúhlého trojúhelníku
	23. Úpravy výrazů s goniometrickou funkcí užitím vzorců
	24. Goniometrické rovnice
	25. Řešení obecného trojúhelníku
	Sinova věta
	Kosinova věta

	26. Komplexní číslo – pojem, algebraický tvar, operace
	Algebraický tvar komplexního čísla
	Geometrický model komplexních čísel
	Absolutní hodnota komplexního čísla
	Zobrazování komplexních čísel v Gaussově rovině

	27. Komplexní číslo – goniometrický a exponenciální tvar, oper
	Goniometrický tvar komplexního čísla
	Exponenciální tvar komplexního čísla

	28. Moivreova věta, binomické rovnice
	Moivreova věta
	Binomické rovnice

	29. Lineární lomená funkce
	Lineární lomená funkce
	Nepřímá úměrnost

	30. Mocninné funkce
	31. Exponenciální funkce, exponenciální rovnice
	Exponenciální funkce
	Exponenciální rovnice

	32. Logaritmické funkce, logaritmus, vlastnosti
	Logaritmická funkce
	Logaritmus

	33. Logaritmické rovnice
	34. Vektor, operace s vektory
	Soustava souřadnic, souřadnice bodů
	Vzdálenost dvou bodů
	Střed úsečky
	Vektory
	Lineární závislost a nezávislost vektorů
	Úhel dvou vektorů
	Skalární součin vektorů
	Vektorový součin dvou vektorů

	35. Analytická geometrie - přímky v rovině a prostoru
	V rovině
	V prostoru

	36. Analytická geometrie - roviny
	37. Analytická geometrie - vzájemná poloha přímky a roviny, dv
	Vzájemná poloha přímky a roviny
	Vzájemná poloha dvou rovin

	38. Analytická geometrie - vzájemná poloha dvou přímek v rovin
	V rovině
	V prostoru

	39. Analytická geometrie - metrické úlohy metodou souřadnic
	Odchylky
	Vzdálenosti

	40. Analytická geometrie kuželoseček – kružnice
	41. Analytická geometrie kuželoseček – elipsa
	42. Analytická geometrie kuželoseček – hyperbola
	43. Analytická geometrie kuželoseček – parabola
	44. Analytická geometrie – vzájemná poloha kuželosečky a přímk
	Vzájemná poloha kuželosečky a přímky
	Tečny kuželoseček

	45. Limita a spojitost funkce
	Diferenciální počet - okolí bodu
	Limita funkce

	46. Derivace funkce
	47. Fyzikální a geometrický význam derivace
	Geometrický význam derivace
	Fyzikální význam derivace

	48. Vyšetřování průběhu funkce
	49. Aplikace extrémů funkcí v úlohách
	50. Neurčitý integrál - metody integrace
	Neurčitý integrál - primitivní funkce
	Metody integrace

	51. Určitý integrál - užití
	Určitý integrál
	Užití určitého integrálu

	52. Posloupnost – vlastnosti, limita posloupnosti
	Posloupnosti
	Limita posloupnosti

	53. Aritmetická posloupnost
	54. Geometrická posloupnost
	55. Nekonečná geometrická řada
	56. Variace, permutace, kombinace
	Faktoriál čísla
	Kombinatorika

	57. Kombinační číslo - vlastnosti, rovnice s kombinačními čísl
	Kombinační číslo
	Pascalův trojúhelník
	Binomická věta

	58. Pravděpodobnost
	Náhodné pokusy
	Pravděpodobnost náhodného jevu
	Statistická pravděpodobnost
	Podmíněná pravděpodobnost a pravděpodobnost průniku
	Pravděpodobnost sjednocení
	Binomické rozdělení pravděpodobnosti

	59. Statistika
	Grafické znázornění rozdělení četností
	Charakteristika polohy
	Charakteristika variability

	60. Důkazy v matematice
	Logická výstavba matematiky
	Důkazy matematických vět




